Inercialni a neinercialni soustavy

Vratme se nyni k relativnim pojm0m klidu a pohybu obsazenym v Newtonové zakonu setrvacnosti, které

zaviseji na volbé vztazné soustavy souradnic.

Pfedstavme si dva kartézské souradné systémy S a S’, které se viéi sobé pohybuji néjakym

jednoduchym zplisobem - napfiklad tak, ze S je v klidu (vic¢i nakresné) a S’ se pohybuje smérem

(Sikmo) vpravo, pritemz jejich osy z(stavaji stale rovnobézné (tak vypada posuvny pohyb , nebo-li

translace ).
V obou téchto systémech pak budeme sledovat jeden a tentyZ hmotny bod m , ktery se zcela nezavisle

na soufadnych systémech pohybuje v prostoru (viz obr).
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Na obrazku jsou vyznaceny tfi polohové vektory :

r=(xY,2) privodi& hmotného bodu v soustavé S
r'=(x,y,z") privodi¢ hmotného bodu v soustavé S’
R = (Ry ,Ry, R,) privodi€ bodu O’ v soustavé S

Vidime, Ze zfejmé plati :

vztah mezi privodici v soustavé Sa S’




Proved'me derivaci této rovnice :

dF _ dr' | dR
dt — dt T dt
A uvazme vyznam vzniklych €len( :
ar _ g . y
dat — rychlost hmotného bodu v soustavé S
df’ _ d’r’ _ \—il ,
at ~ dt rychlost hmotného bodu v soustavé S
dR _ .
dt unasiva rychlost_soustavy S’ (vzhledem k S)

Nazev unasivé rychlosti pochazi z popisu situace, kdy je hmotny bod v klidu v soustavé S’ (napf. sedici

cestujici ve vozidle), ale stejné se pak pohybuje V(i soustavé S , protoZe je ¢arkovanou soustavou

(vozidlem) ,,unadSen” rychlosti U .

Pozn. :

PovSimnéte si také ve druhé rovnici toho detailu, Ze rychlost v ¢arkované soustavé musi byt samozfejmé pocitana

z méfeni v této soustavé, tj. Ze prirdstek drahy (jeho tfi souradnice) musi byt zméfen na oséach této soustavy , a proto je

prislusny matematicky vyraz — diferencial ¢arkovaného prdvodie - oznaden jeSté dal$i Carkou, jako diferencial

definovany (méfeny) v soustavé S’. Zobrazku je dobfe vidét, Ze rovnost obou diferencialli (Carkovanych a

necarkovanych, méfenych vSa v S’ ) nastane pouze za podminky rovnobéZznosti soufadnych os obou soustav, coz

je praveé pripad naseho posuvného pohybu soustavy S* (pokud by oviem soustava S’ konala napfiklad rotacni

pohyb, byla by situace GplIné jina - viz vyklad na zavér této kapitoly).

Pak tedy pro rychlosti hmotného bodu plati podobna rovnice jako pro prdvodice :

+ U vztah mezi rychlostmi v soustavé S a S’

Dalsi derivaci pak dostadvdme vztah pro zrychleni:

v _ v | du

gt~ dt T dt

Vyznamy jednotlivych €lenl rovnice budou analogické :

v _ 5 ] . 3
dt zrychleni hmotného bodu v soustavé S
v _ g ) . e
T zrychleni hmotného bodu v soustavé S
di _ 3z e ) ;
dt — “u unasivé zrychleni_soustavy S




Pro zrychleni hmotného bodu plati potom rovnice :

= _ = — . ) . . .
a=a + q vztah mezi zrychlenimi v soustavé S a S

Ziskané vztahy vyuZijme dale pro rozbor dvou zékladnich pFipadd pohybu soustavy S’ :

1) rovnomérny primocary pohyb soustavy S’

UnaSiva rychlost je v tomto pfipadé konstantni :

U = konst.

UvaZzme pak situaci, Ze v soustavé S pro néjaké téleso plati 1. Newtonlv zakon - tedy Ze se toto téleso

bez plsobeni sil pohybuje v soustavé S rovnomérnym pfimocarym pohybem, nebo je v klidu. Jeho
rychlost je tedy konstantni , v¢etné nuly :

V = konst.

Z vyse uvedenych prevodnich vztahl pro rychlosti mezi obéma soustavami pak plyne, Ze rychlost télesa

v soustavé S’ bude také konstantni — to znamena, Ze i v této soustavé se téleso pohybuje rovnomérnym

pfimocarym pohybem, nebo je v klidu :
—/ —

V. =V — U = konst.

Zakon setrvacnosti tedy plati v soustavé S , i v soustavé S’.

Takové souradné soustavy se pak nazyvaji inercialni (inercie = setrvacnost).

Nalezneme nyni konkrétni matematicky transformacni vztah mezi soufadnicemi inercialnich soustav.

Vyuzijeme nejprve vyse odvozenou obecné platnou rovnici pro privodice :

—

r=r +R
Jestlize pfijmeme Cisté formalni pfedpoklad, Ze soustava S je ,prvotni“ (,stard®) a soustava S’ je

»druhotnd“ (,,nova“), pak by v pfevodnim vztahu mély stat ,,nové souradnice* na leveé strané rovnice :

—

r'r=r - R
Vektorovou rovnici mizeme rozepsat do t¥i rovnic skalarnich :
X' = X — Ry
=Yy - Ry
2’ =17 - R,



Unaiva rychlost soustavy S’ je vlastné rychlosti pohybu jejiho pocatku O’ v soustavé S. UvaZme

dale, Ze tento pohyb je mozno rozlozit na tfi jednoduché pohyby na soufadnych osach X, y a z (viz

odstavec ,,Kinematika hmotného bodu®) a Ze konstantni unasiva rychlost znamena konstantni souradnice

jejiho vektoru - a tyto souradnice udavaji jednotlivé konstantni rychlosti pohybll na téchto oséach :

U = (uy,uy,u;)

Na kaZdé souradné ose soustavy S se tedy déje obygejny pFfimocary rovnomérny pohyb , jehoZ rovnice

je nejstarsi fyzikalni rovnici, kterou znate : S = V-t

Tento jednoduchy vztah plati ovéem za predpokladu , Zze v ase t = 0 je draha nulova, tj. Ze bod O’

je v misté bodu O , jinak feeno - Ze v_nulovém Case obg soustavy splyvaji . Potom tedy pro viechny

tfi soufadnice bodu O’ v soustavé S - tj. pro vykonané drahy na soufadnych osach X, Y, Z , bude :

Ry = Uy -t
Ry = uy-t
R, =u,-t

Tyto tfi skalarni vztahy miZe také pripadné nahradit jedna vektorova rovnice (ale dale ji nepouzijeme) :

—

R =1U-t
KdyzZ ziskané skalarni vyrazy dosadime do obecnych rovnic, vzniknou hledané konkrétni transformacni

vztahy mezi obéma inercialnimi soustavami :

X' = X — Uy -t

!

y =Yy — uy-t Galileovy transformace
' =17 - u,-t

Nebo vektorove :
r=r +u-t

K tomu pfistupuje ,,samozfejmy* vztah mezi ¢asy :

t =1t

Pro obraceny prevod soufadnic, z nové soustavy S’ do staré S, je pak vhodné, aby na levych stranach

transformacnich rovnic byly soufadnice ne¢arkované :

X = X + Uyt
y =Yy + uy-t
, Galileovy transformace obréacené (inverzni)
Z =17 + U,-t
t =t




Pozn. : Tyto transformacni rovnice, které jsou zfejmé neoddélitelné spojeny s principy klasické mechaniky, byly zasadné
popfeny Einsteinovou (specialni) teorii relativity a nahrazeny v ni jinymi vztahy pro inercialni systémy, tzv.
Lorentzovymi transformacemi.

Prozkoumejme dale také platnost 2. Newtonova zakona v soustavé S’. Predpokladejme tedy, Ze pro

hmotny bod v soustavé S jiz neplati zadkon setrvacnosti, ale Ze se plsobenim néjakych téles zacal

pohybovat podle zakona sily :

—
—>

F =m-a

A podivejme se, zda bude tato rovnice platit i v ¢arkované soustavé. PFi konstantni unaSivé rychlosti

soustavy S’ je ovsem jeji unasivé zrychleni nulové :

5 — di _ d _
&y = 4 = OIt(konst)—O

A z prevodnich vztahl plyne rovnost zrychleni hmotného bodu v obou inercialnich soustavach :

—f —

Pohybova rovnice v S’ ma tedy tvar :
m-a =m-(d -4a)=mad=F =F

Vidime jasng, Ze v obou soustavach jsou stejna zrychleni i stejné plisobici sily.

Pohybova rovnice plati tedy v nezménéném tvaru v kazdé inercialni soustavé — tj. je (formalné) stejna

ve vsech inercialnich soustavach .

Jesté jinak rfeceno :

Pohybové rovnice jsou invariantni vici Galileové transformaci.

Tato skvéla vlastnost pohybovych rovnic, kterda velmi zjednoduSuje matematické vypocty a umoZziuje

také jinou, elegantni definici inercidlnich soustav — jako soustav, ve kterych plati Newtonovy zakony ,

v3ak zcela znemoZiuje nalezeni oné z&kladni, vyznacné inerciélni soustavy, predpokladané Newtonem —

tj. absolutniho prostoru .

Nyni diskutujme druhy dCleZity pfipad pohybu soustavy S’ :

2) nerovnomérny krivo€ary (posuvny) pohyb soustavy S’

Una3iva rychlost soustavy S’ je nyni obecné proménnou veli¢inou, tj. miize se ménit jak velikost , tak

také smér a orientace jejiho vektoru :

U # konst.




Soustava S’ se tedy pohybuje nerovnomérnym krivocarym pohybem VG¢i inercidlni soustavé S

(pozor - stale to musi byt translace — posuvny pohyb , pfi kterém osy soustavy zachovavaji svilj smér -

to je prece nutny predpoklad platnosti pouzivanych transformacnich vztah().

Pozn. : O translaci, pripadné rotaci se mluvi zejména pri popisu obecného pohybu pevnych téles , ostatné kazda soustava

souradnic je vZdy spojena s néjakym hmotnym télesem , jak si uvédomime pozdéji ve specidlni teorii relativity.

Jind definice popisuje translaci jako takovy pohyb, pfi kterém vSechny body télesa (zde soufadnych os) se pohybuji

po geometricky stejnych drahach .

Nézorné si miZzeme translaci predstavit jako napfi. pohyb kurzoru pocitatové mysi na obrazovce, lodiéky na Ruském

kole, balistického kyvadla, auta po kFivocaré draze — nesmélo by se ale v zatdckach natécet do sméru svého pohybu.

PFi kfivoCarém pohybu ¢arkované soustavy je ovsem jeji unaSivé zrychleni nenulové :

au=%¢o

Potom i v pFipadé konstantni rychlosti néjakého télesa v soustavé S - tj. jestlize by v S pro toto téleso

platil zdkon setrvaénosti - podle obecnych prevodnich vztahl ale v soustavé S’ rychlost télesa uz

konstantni nebude :

v

V. =V — 0 # konst.

Zakon setrvacnosti tedy v S’ neplati , ¢arkovana soustava je nyni neinercialni soustavou a protoze je

unasivé zrychleni nenulové , bude zrychleni hmotného bodu v soustavé S’ odli$né od zrychleniv S :

=~

A pohybova rovnice v S’ ma potom tvar :

~!

m-a& =m-(d -4a,)=m-d-m-a =F + F* = F

V neinercialni soustavé jiz tedy pohybova rovnice neni invariantni , nebot’ zménila svij tvar - na

jeji pravé strané se kromé plvodni plsobici sily objevuje nové sila zavisejici na unasivém zrychleni
soustavy :

* e — . = W 7 Ve - =7 Ve v
F* =-m ay setrvacna sila (v neinercialni soustave)

Tato sila vlastné nuti téleso pokracovat, setrvavat v plvodnim pohybu, nevyjadiuje vSak plsobeni
Zadného dalSiho hmotného objektu (tak jsou definovany skute¢né sily v Newtonovych zakonech), proto

se setrvacna sila také nazyva silou zdanlivou, nebo fiktivni .

Je to ovéem sila naprosto realné plisobici, jak kazdy z nds sdm na sobé pocituje ve zrychlujicim nebo
brzdicim dopravnim prostfedku. (Plvod této sily vysvétluje Obecna teorie relativity.)



Celkem tedy : V inercidlnich systémech vzdy invariantni pohybova rovnice, kterd ma na prave strané

pouze skutecnou silu, v neinercialnim systému neplati !

Abychom ziskali platny matematicky vztah , musime na pravou stranu rovnice pridat k plvodni skute¢né

sile jesté silu setrvacnou :

— —

m-a =F =F + F~*

pohybova rovnice v neinercialni soustaveé

Nezapomenme, Ze vztah pro setrvacnou silu byl odvozen za predpokladu nerovhomérného kfivocarého

pohybu neinercialni soustavy S’, pfi kterém se obecné méni jak velikost, tak také smér a orientace
unésive rychlosti.

MiZzeme nyni dobfe uplatnit naSe obecné znalosti z kinematiky a rozlozime unésivé zrychleni neinercialni
soustavy na te¢nou a normalovou slozku (bylo by u nich logické také pouZzit stejny index u, ale pro
zjednoduseni zapisu ho vynechame):

a, = a, + a,

Po dosazeni do vztahu pro setrvacnou silu:

draha
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Dosadme za normalové a tecné zrychleni znamé vztahy, pouze misto obecné rychlosti V pouzijeme
unésivou rychlost U.

Prvni sila na pravé strané ma opacny smér nez dostfedivé zrychleni, odtud také jeji nazev:

If* — U _. = =
n = —Ma, = _m'E'n = —M-oxwoxt odstiediva sila

Velikost odstredive sily je oviem stejna jako velikost sily dostfedivé:

r~

Druhd sila pak miFi proti sméru te¢ného zrychleni (viz obr.) :

a .E.z- =—-M-& X Eulerova (setrvacnd) sila

Jeji velikost je samoziejmé také stejna jako velikost tecne sily:

* du
FT == FT == ma

Z vlastni zkusenosti (napriklad z dopravnich prostiedkd, v situaci kdyz zataci, brzdi a zrychluji) miizeme

potvrdit, Ze obé setrvacné sily skute¢né redlné existuji.
Z obou vztah je ziejmé, Ze v obecném pripadé nerovnomérného k¥ivo¢arého pohybu soustavy S’,

kdy se méni jak velikost, tak i smér a orientace unasSivé rychlosti, jsou obé setrvacné sily nenulové.

Odlisna situace mUiZe nastat pouze ve specialnich pfipadech:

a) Jestlize se neinercialni soustava S’ pohybuje rovnomérnym k¥ivoCarym pohybem, tedy s konstantni velikosti

unasivé rychlosti, ale s proménlivym smérem (u = konst.), pak je sice te€né zrychleni nulové, ale vzdy existuje
zrychleni dostfedivé, dané zakfivenim drahy, a setrvacnou silu tvori pouze sila odstrediva:

=% — %

FF=-ma, = F

a) Jestlize se neinercidlni soustava S’ pohybuje nerovnomérnym primocarym pohybem, ktery je mozno

charakterizovat proménnou velikosti undsivé rychlosti (u # konst.), ale konstantnim smérem a orientaci, pak je

nulové dostfedivé zrychleni, ale existuje tecné zrychleni a setrvacnou silu tvofi pouze Eulerova sila:

— % — X

F =-ma =

T



V nejobecnéjsim pripadé je oviem pohyb neinercialni soustavy S’ (stejné jako obecny pohyb télesa —

viz kapitola ,,.Dynamika tuhého télesa*) vzdy vytvaren spojenim pohybu translaéniho s pohybem

rotadnim . Proto na zavér prozkoumame jesté treti zakladni pripad pohybu neinercialni soustavy S’ :

3) rotacni pohyb soustavy S’

Predpokladejme, Ze inercialni soustava S je v klidu vici nakresné a neinercialni soustava S’ se otadi

thlovou rychlosti @ kolem spoleénych os z = z°, pfitemz pocatky obou soustav splyvaji (O = O?).

Opét sledujeme priivodice jediného hmotného bodu m v soustavé S i S’ . ProtoZe poGatky obou soustav

splyvaji, jsou tyto vektory totozné :

=

r=r

Souradnice tohoto vlastné jediného vektoru jsou ovsem riizné v obou soustavach, ale hlavné jsou rlizné

wrs O

jeho Casové zmeény (prirustky), tedy i derivace podle ¢asu v téchto soustavach.



JestliZe si nejprve predstavime, Ze hmotny bod je vici ¢arkované soustavé v klidu (tj. je se soustavou S’
napfiklad pevné spojeny), pak ndm bude zfejmé, Ze je touto soustavou undSen a Ze spolecné s ni kond

kruhovy pohyb . Jeho unaSiva rychlost je tedy rovna obvodové rychlosti kruhového pohybu :

—

U= axr
Obecné se ovem hmotny bod miZe v soustavé S’ jesté navic pohybovat néjakou rychlosti V', potom

podle principu skladani rychlosti je jeho vysledna rychlost v klidové soustavé S rovna souétu obou

téchto rychlosti :

- I
V.=V + oXxr skladani rychlosti v soustavé S

Rychlosti hmotného bodu jsou oviem uréeny asovymi pFirlistky — derivacemi - prislusnych prdvodic
v obou soustavach :

oS axr
dt — dt

Z divodu rovnosti privodict mizeme pak psét :
ar_dr . Gxr
dt ~— dt

Vytvofili jsme tedy rovnici platnou pro jeden a tentyZ vektor privodice ve dvou rdiznych soustavach,

w7z O

inercialni S a neinercialni S’ , ktera vysvétluje ,celkovy“ prirGstek prdvodie (Casovou zménu,

wrs O

derivaci) v inercialni soustavé S jako soucet jeho vlastniho prirdstku v S a pfirlistku od unasivého

rotacniho pohybu v soustavé S’.

Posunout do pocatku miizeme ovsem vektor jakékoliv fyzikalni veliciny a tim se tento vektor dostane do

w7z O

stejné situace jako prdvodi¢ a stejnym zplisobem (jako vektory) se budou skladat jeho pfirdstky od
rotaéniho pohybu i od jeho vlastni zmény v S’.

Dostaneme tak velmi obecny vztah mezi derivacemi libovolného vektoru A ve dvou riznych vztaznych

soustavach — v inercialni S a v neinercialni soustavé S’ , rotujici thlovou rychlosti @ :

+ wx A

Predstava, Ze jakakoliv vektorova fyzikalni veli¢ina se chova stejné jako polohovy vektor z mechaniky je
ovsem ponékud nezvykla, celkem ale jde pouze o maximalné ndzorné ,,odvozeni“ obecného, velmi

nendzorného vztahu z matematické analyzy, platiciho pro libovolné vektorové spojité funkce, ktery

dokonce ani nepotiebuje predpoklad spole¢nych pocétkl a rotanich os obou soustav.
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My tento vztah vyuZijeme pro vypocet zrychleni hmotného bodu v neinercialni soustavé . Nejprve ho

aplikujeme na vektor rychlosti v soustavé S’ :

av’ dv’ v
¥ = X
dt a + oV
Na pravé strané rovnice hned dostavame hledané zrychleni :
=/ dv’ dv’ =~ !
= — = — - X
4= h a — oxV

V prvnim €lenu na pravé strané dosadime za ¢arkovanou rychlost z poc¢atecniho zékladniho vztahu pro
skladani rychlosti a provedeme derivace podle standardnich pravidel pro derivace :

=9 — axrF) - axv = W _dop - 5,97 _ Gy
= (V- oxr) — oxV' = i XT = Ooxgr — OxV

Na pravé strané rovnice vznikly nyni znamé veliCiny zrychleni , Uhlového zrychleni a rychlosti

~'

a

hmotného bodu v soustavé S, tedy nearkované veli¢iny :

’

a' = ada-Exr—wxV—axV'

A pro rychlost v S pouzZijeme jesté jednou vztah pro skladani rychlosti a provedeme roznasobeni a

sdruzeni ¢lend v posledni rovnici :

!

~'

d' = a-ExT—ax(V+aoxr)—aoxV =8 — eéxr — &ox(@x7) — 20xV

Po vynasobeni hmotnosti dostaneme ihned pohybovou rovnici v_rotujici soustave :

_, — —% —% —% ,
xV'=F+F +F +F = F

3
Q)
I
3
Q|
|
3
M
X
=i
|
3
it
X
Al
X
=i
|
N
3
it

Vidime, Zze kromé skuteiné sily F pasobici v inercialni soustavé musime do pohybové rovnice

v neinercialni rotujici soustavé zapocitat dalsi celkem tri_zdanlivé sily :

%k — % o

Fi = F =-m-exr Eulerova (setrvacna) sila
%k —% _ o

Fo = F, = - Mm-ox(wxT) odstrediva sila

Kromé téchto dvou ocekavanych a znamych sil existuje je$té dalSi sila napohled ponékud

komplikovanych vlastnosti :

—x

—x
R v L
F3 = Fc = -2m-oxV Coriolisova sila
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Vzorec nam ukazuje, Ze tato sila se objevuje pouze v pfipadé vlastniho pohybu hmotného bodu

v neinercialni soustavé takovou rychlosti, kterd neni rovnobézna s osou rotace (viz obr.).

0sa rotace

Z divodu relativné malé velikosti Coriolisovu silu na povrchu Zemé v bézném Zivoté primo
nepocitujeme, presto je to veli¢ina dobfe méfitelnd a za urcitych okolnosti mize mit v néjaké technické
aplikaci vyrazny vliv.

(MUze napriklad zpUsobit vir vytékajici kapaliny, odli$ného smyslu na severni i jizni polokouli, odklanét
drahu padajici stfely, staCet rovinu matematického kyvadla ...)
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