Skladani raznobéznych kmitu

Uvédomme si principidlni body tohoto problému : na jediny hmotny bod plisobi dvé nezéavislé pruzné sily
ve dvou riiznych smérech. Jednotlivé mechanické pohyby, které se budou skladat, se tedy d¢ji na dvou
riznych pifimkéch, v nejjednodussim piipadé¢ navzajem kolmych (viz dale). Pak je zcela zfejmé, Ze

teoreticky jde o rozklad (zde sklddani) obecného pohybu do jednoduchych pohybt na soufadnych osach ,

ktery jsme probirali hned na zacatku kinematiky hmotného bodu. Nevznikd samoziejmé prostorovy

pohyb, kmity na dvou osach vytvoii vysledny pohyb v rovin¢ téchto ptimek.

Skladani kolmych kmita

Nejjednodussim ptipadem je potom skladani kolmych kmitii, kdy mizeme vyuzit existence kartézskych

os, napiiklad x a y. Rozli§ime dva zadkladni ptipady :

1) harmonické kmity stejné frekvence :

Piedpokladejme na osach x a y harmonické kmity stejné frekvence, avSak riizné amplitudy a s riznymi
fazovymi konstantami :

x=x(t)=A-sin(wt+¢@;)

y=y(t)=B sin(wt+¢,)

Uvédomime si, ze vlastné ihned dostdvame vysledné soufadnice polohového vektoru hmotného bodu a

ze to soucasné jsou parametrické rovnice drahy hmotného bodu v roviné xy.

SloZenim dvou kolmych kmitit vznikd tedy rovinnd ki‘ivka v omezené oblasti kolem rovnovazného bodu

(pocatku soufadnic), uréené maximalnimi vychylkami hmotného bodu na osach x a y (tj. amplitudami A

a B ). Obecnou rovnici kiivky v kartézskych soufadnicich dostaneme vylou¢enim parametru ¢

nasledujicim zptsobem :

Upravme formaln¢ napftiklad prvni rovnici :

x=A-sinfwt+@;)=A-sin(ot+e; —@, +¢,)

Nyni mizeme definovat veli¢inu, kterd popisuje fazovy posun (rozdil) kmiti na ose x oproti kmitim na

ose y:



=0 =@) fazovy rozdil kmiti

Dosadime zpét do prvni rovnice a pouZzijeme souctovy vzorec pro funkci sinus :
x=A-sin(wt+ @, +go)=A-(Sin(a)t+gp2)-cosgo+cos(a)t+gp2)-singo)
Rovnici vydélime amplitudou A4 a na pravé stran& dosadime z druhé rovnice :
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Rovnici pfipravime na umocnéni :
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A provedeme :
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Po spojeni ¢lent s kvadraty goniometrickych funkci a s vyuzitim zndmého vztahu pro jejich soucet

dostaneme :

(%)z -2 (ﬁ) (%) CosQ + (%)2 = sin’ ¢ vislednd driha

Je to obecnd rovnice elipsy ve stifedové poloze , kdy jeji stied je totozny se sttedem soutadnic, osa elipsy

je vSak odklonéna o ostry thel vii¢i osdm soutadnic (viz obr.).

Tvar elipsy zavisi zejména na hodnoté fazového rozdilu ¢ , lze proto vyclenit nasledujici specidlni

piipady :



a) Jestlize bude fazovy rozdil :
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(kde k je libovolné celé &islo, tj. kladné i zdporné, véetné nuly)

Potom piejde obecnd rovnice elipsy na tvar :
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To je rovnice elipsy v osové poloze , kdy osy elipsy splyvaji se soufadnymi osami X a y (viz obr.):
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b) Jestlize bude navic soucasné platit :

A=B
Potom dostaneme rovnici kruzZnice o poloméru 4 (B) :
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c) Jestlize bude fazovy rozdil :

o=k

(kde k je opét libovolné celé ¢&islo)

Potom se obecna rovnice elipsy zméni na tvar (znaménko + plati pro licha ¢isla k) :
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To lze upravit :
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Po odmocnéni a pfesunu dostaneme (znaménko + nyni plati pro suda &isla k) :
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To je rovmice piimky (presnéji feCeno usecky , protoze soufadnice na obou osach jsou omezeny

amplitudami 4 a B'), ktera prochazi kvadranty I. a IIL. (pro sudé k ), nebo kvadranty II. a IV. (pro liché

k, viz obr.).

Zmeénu elipsy v pfimku Ize napf. na obrazovce osciloskopu velmi dobte opticky detekovat, proto je tento

stav zakladem dosti pfesné metody urovani nulového fdzového rozdilu dvou kmitii (nebo rovného

libovolnému nasobku 7).

Ostatné, pfesnym odectenim soutadnic libovolného bodu obecné elipsy a amplitud lze ur€it jakykoliv

fazovy rozdil kmitda.



Napft. pro soufadnice priseciku elipsy s osou y , tj. pro bod (x =0, y =y,) plyne z obecné rovnice

jednoduchy vztah :
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A fazovy rozdil lze tedy urcit jako :

_ (Yo
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2) harmonické kmity riizné frekvence :

Skladani téchto kmitl predstavuje podobny problém jako u rovnobéznych kmith - jejich vysledek nelze

obecné popsat zddnou znamou analytickou funkci a nejevi obecné ani  periodi¢nost .

Uvazme, co vlastn¢ znamend tento pojem v naSem piipad¢, kdy skladani dvou jednorozmérnych pohybt

na osach vytvari n¢jakou drahu v roviné téchto os. Periodicnost kiivky v roviné, kterd popisuje polohu
hmotného bodu, musi stejné jako u skalarni funkce znamenat, ze po urcité dobé - periodé - dojde k
opakovani hodnot funkce - zde polohy hmotného bodu.

Vysledna draha pohybu musi tedy byt uzaviend kiivka .

Podminka periodi¢nosti — uzavienosti — kiivky drahy vyjde potom zifejmé stejna jako u rovnobéznych

kmita :
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podminka periodic¢nosti (uzavicené kiivky)
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Slovné : Uhlové frekvence, frekvence i periody vychozich kmitii musi byt tedy v poméru libovolnych

celych Cisel .



Vznikaji tak, v elektrotechnice, velmi znamé Lissajoussovy obrazce (viz obr.). Nejjednodussim takovym

obrazcem je vlastné elipsa z minulého odstavce, vznikajici pii skladani kmita stejnych frekvenci, tedy pii
poméru frekvenci 7.1 .

Pomér frekvenci se jednoznaéné projevuje na poctu ,,vrcholii“ na bocich obrazet, lze tak s vysokou

presnosti stanovit celociselny pomér frekvenci kmiti, které privedeme na svislé a vodorovné vychylovaci

desticky osciloskopu.

Konkrétni tvar Lissajoussova obrazce zavisi také na fdzovém rozdilu kmitt, je tedy teoreticky mozné také

jeho stanoveni.
Jestlize fazovy rozdil kmiti nebude konstantni, ale bude naptiklad rovnomérné rist, dojde na obrazovce

osciloskopu k prostorovému efektu ,,otaceni* obrazce (viz rizné spofice obrazovek).
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