VInéni pruzného prostredi

Vznik vinéni a jeho popis

V minulych kapitolach jsme dosti podrobné probrali rlizné druhy kmitl jako specialni pohyb hmotného
bodu. Ve svété kolem néas v8ak vétSinou nekmitaji jednotlivé hmotné body (a ani vlastné neexistuji), ale
kmitavé stavy pozorujeme u celych velkych makroskopickych téles — pevnych, kapalnych i plynnych ....
a pri popisu téchto pohybovych stavil pak pouzivame pojem vinéni.

VSechna realna télesa jevi vzdy urCitou ,,miru* pruznosti - ¢asto se pouziva termin pruzné hmotné
prostredi.

Poznadmka: O pruznosti pevnych latek nas presvédéuje Hookelv zakon :
oc=E-e

To je vztah pfimé améry mezi normalovym napétim (tlakem) a relativni deformaci télesa, tj. :
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ProtoZe deformace je vlastné vychylka néjakého hmotného bodu télesa (viz obrazek - levy koncovy bod télesa)
z rovnovazné polohy, znamena tato rovnice zakladni vztah pro pruznou silu (skalarng, bez znaménka minus) :

F = EI—SAI = konst.- 4|

Fyzikalnim modelem kazdého télesa je soustava hmotnych bod( a specidlné modelem pruzného
hmotného prostredi bude soustava pruzné vazanych hmotnych bodl , ve které mezi kazdymi dvéma
sousednimi body pdsobi pruzna vazbova sila, kterd je umérna jejich vzdalenosti (jakoby mezi témito
body byla natazena pomyslina pruzina).
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To ovéem znamena, Ze na kazdy hmotny bod plsobi néjaka vyslednice pruznych sil, jde tedy o soustavu
pruzné vazanych (linearnich harmonickych) oscilétord .

V rovnovaznem, klidovém stavu je jisté soucet viech pruznych sil na libovolny hmotny bod roven nule.
KdyZz ovsem vychylime tento bod z rovnovazné polohy (a on pak vlastné zacne kmitat), poruSime
rovnovahu sil nejen u vychyleného bodu, ale i u bodi sousednich — ty se tedy zacnou také pohybovat — a
tak vyvolavaji pohyb dalsich svych soused .....

.... poCéateCni vychylka (kmity, rozruch) se tak ,Sifi“ na vSechny strany .... az po néjakém ¢ase budou
kmitat vSechny body soustavy.

Pojem viInéni oznaCuje kmit&ni celé soustavy pruzné vazanych
hmotnych bod(.

Fyzikalni popis vInéni tedy musi obsahovat matematicky vztah pro kmity kazdého bodu soustavy.
Uvazme predevsim, Ze vychylka konkrétniho hmotného bodu z jeho rovnovéazné polohy mize mit obecné
v prostoru zcela libovolny smér — oznaCime ji tedy jako vektor — a bude jisté zaviset na poloze hmotného
bodu a bude se také ménit s Casem :

0 =a(rt) = a(x,y,zt) obecn rovnice vinéni

Obecné vInéni v prostoru tedy musi byt popsano vektorovou funkci Etyf proménnych. Ve specialnim,
jednodussim pFipadé mlize ovsem existovat dvourozmérné vinéni (na plose) :

0 = da(x,y,t)

Vv,

A matematicky nejjednodussi tvar bude jisté mit vinéni bodove Fady (viz obréazek, kterou lze dobfe
realizovat jako strunu, ty¢, vzduchovy sloupec ...) :

0 = d(x,t)

Tento zapis lze jeSté déle zjednodusit v pFipadé linedrné polarizovaného vinéni , kdy jsou vychylky
vSech hmotnych bodl navzajem rovnobézné. Vektory vychylek tedy lezi stale v jedné roviné (tzv. rovina
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polarizace), maji v prostoru stale stejny smér, a jestlize zndme tento smér, miZzeme pak urcovat jen
velikost vychylky, tj. skalar :

u = u(xt)

linearné polarizovaného vinéni (nejjednodussi tvar rovnice vinéni)

rovina :I)ofquchg

Ze stfedni Skoly uz vlastné znate dva druhy linearné polarizovaného vinéni :

- pFicné vinéni (kmity jsou kolmé k bodove fadg)
- podélné vinéni (kmity jsou rovnobézné s bodovou fadou)

Sestavme nyni rovnici vInéni pro tento nejjednodussi pfipad linearné polarizovaného a harmonického
vinéni bodové fady:

Bodovou fadu ztotoZnime s osou X a budeme predpokladat, Ze vySe zminény pocatecni rozruch nastane
v bodé O této osy jako dlsledek plsobeni néjakého zdroje kmitll. Pfedpokladejme dale, Ze tento zdroj
bude pohybovat s bodem O nejjednodus$imi harmonickymi kmity :

Up = A-sinot

kmity zdroje
u C
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Pruznymi vazbami (mezi jednotlivymi hmotnymi body) se postupné uvadéji do pohybu (rozkmitavaji se)
sousedni body - Fikdme, Ze rozruch (harmonické kmity) se Sifi (postupuje) od zdroje po ose X néjakou
rychlosticC ....... vznika tak postupné vinéni v bodové radg .




Sledujme jeho S§ifeni v kladném sméru osy X a poloZzme si otazku, jakd bude vychylka libovolného
hmotného bodu m v misté o soufadnici X :

Tento bod ovSem nezane kmitat soucasné se zapnutim zdroje, ale s asovym zpozZzdénim — aZ po uplynuti
urCité doby, za kterou se kmity (rozruch) dostanou do daného mista.

K urCeni této doby musime znét jiz zminénou rychlost Sifeni rozruchu C - je to rychlost Sifeni urcité
vychylky, ktera je dana urcitou velikosti faze kmitl — mlizeme ji tedy oznacit jako rychlost postupu mista
stejné faze — tzv. fazova rychlost vinéni.

Potom bude ¢asové zpozdéni kmitd v misté X dano probéhnutou drahou (délky X) a konstantni fazovou
rychlosti podle vztahu (pro rovnomérny pohyb) :

= X , R
- c c¢asové zpozdéni kmitu

AZ po uplynuti této doby nastane v misté X stejna vychylka jako v poCatku, ale ve zpozdéném
(posunutém) case :

u = u(xt) = A-sino(t-t')

Po dosazeni za Casové zpozdéni vznikne zakladni_matematicky zapis postupného harmonického
linearné polarizovaného vinéni v bodoveé fadé (postupujiciho v kladném sméru osy Xx) :

C

u(x,t) = A-sin a)(t _5)

A po roznasobeni dostaneme dalSi pouZivany tvar :

u(x,t) = A sin(a)-t _a)_-x)

C

Proved'me podrobnéjsi rozbor rovnice vinéni jako funkce dvou proménnych :

1) Pro X = konst.

tato rovnice vyjadfuje harmonické kmity hmotného bodu v misté X — tak byla rovnice vinéni vlastné
vytvofena. Pro toto zadané misto je cely druhy ¢len v zavorce konstantni a vytvari vlastné fazovou
konstantu kmit( :

u(x,t) = A-sin(a)-t—

- X

- ) = A-sin(w-t+g¢y) = u(t)

Vidime, Ze fdzova konstanta je zaporna :

o = — 2
° C



To ndm jasné potvrzuje, Zze kmity v misté X jsou skute¢né zpozdéné oproti kmitlim zdroje v po¢atku osy X
(viz obr.) :

Z obréazku je vidét, ze .pocatek” sinusovky je posunuty (opozdény) o as t’, pro ktery plati (je to nulovy
bod funkce sinus) :
- X
ot -== =0
C
Vypocitame-li z rovnice tento ¢as, miizeme spokojené konstatovat, Ze je pravé roven ¢asovému zpozdéni
kmit( v misté X - coz byl také nas vychozi predpoklad pfi sestaveni rovnice kmit( :

X
t':_:_¢_0

C w
Rovnice vinéni tedy popisuje vychylku hmotnych bodd v libovolném misté — jsou to (harmonické) kmity
stejné frekvence a amplitudy jako kmity v pocatku osy X, ale fazové zpozdéné v disledku Casového
zpozdéni pfi postupu vinéni (fazovou rychlosti C).

Neni vlastné ani principialné dilezité , aby v pocatku osy X (v bodé O ) byl zdroj kmitd — mlze byt
kdekoliv jinde (vlevo na ose X), dilezity je smér postupu vinéni — zleva doprava, (v kladném sméru osy x)
— ktery vytvari ono fazové zpozdéni kmitli v misté X oproti bodu O (obecnéji — oproti bodu vzdalenému o
X).

Pak je také zfejmé, Ze v pripadé opacného postupu vinéni (se zdrojem nékde daleko v pravé Casti osy X)
budou kmity v misté X naopak predbihat kmity v bodé O ... druhy ¢len v argumentu sinu musi proto
zmeénit znaménko :

. - X
U(Xit) = A-sinfo-t+ c vinéni postupuijici v zaporném sméru osy x




2) Prot = konst.

bude rovnice vinéni ukazovat vychylky vSech hmotnych bod( v jednom daném ¢ase, bude to tedy jakasi
»fotografie” vinéni v tomto Case, kterd nam ukaze prostoroveé rozlozeni naSeho vinéni.

Pro dany Cas t je nyni v zavorce konstantni prvni €len (ozna€ime ho jinym pismenem, nebot’ to neni
standardni fazova konstanta ¢asovych kmitd) :

u(x,t)= A-sin(a)-t—a)?'x) = A-Sin(a—ﬂ) = u(x)

C

Budu doufat, Ze laskavy Ctenar spravné matematicky zhodnoti tento vyraz a konstatuje, Ze jde opét o
obecnou sinusovku, ale nyni s proménnou X.

Periodu této sinusovky oznagime A (bude to vzdalenost mezi misty stejné faze vinéni, tzv. vinova délka) a
stanovime ji z obecné definice periody funkce jako (nejmensiho) intervalu proménné, po kterém se vzdy
opakuje hodnota (pribéh) funkce :

u(x) = u(x+4)
Méame tedy :
A-sin(a—%xj = A-sin(a—wj

Hodnoty funkce sinus se opakuji s periodou 2m, tj. rozdil obou argumentl (v zavorkach) se musi rovnat
této periodeé :

oot

Po Uprave :

w-A
C
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A s vyuzitim znalosti o Ghlové frekvenci miiZzeme stanovit vztahy pro vinovou délku :

A = =S " c-T vinova délka

Vinova délka je perioda ,prostorové Gasti“ rovnice vinéni, je to vzdalenost mist stejné faze kmitd.
Z posledniho vyrazu pak mlzeme vidét dalSi fyzikalni smysl této veli¢iny — je to draha (vzdalenost),
kterou probéhne vinéni za dobu periody T

(za kterou se uskute¢ni pravé jeden cely kmit a na probéhnuté draze se tedy rozloZzi pravé jedna kompletni
vina).




Nékdy se také pouziva veli€ina :

vinoCet

jako podil jednotkové délky a délky jedné viny — mdzZeme ji tedy také chapat jako pocet vin na

jednotkové vzdalenosti.

Vrat'me se nyni k poslednimu tvaru nasi rovnice vinéni :

u(x,t) = A sin(a)-t _a)?x)

A provedeme posledni formalni upravu — podil thlové frekvence a fazové rychlosti oznatime jako novou

konstantu :

k:

C

2.7

o 2-r-f

C

A

=270

Uhlovy vinocet

Nézev této veliCiny vyplyva z jeji velikosti, rovné 2m-ndsobku obycejného vinoctu.

Vv,

Vznikl tak nejznaméjsi, formalné nejjednodussi tvar rovnice postupného harmonického vinéni v bodové

rade :

u(x,t) = A-sin(w-t—k-x)

Na zavér tohoto odstavce mlZzeme posoudit rlizné varianty rovnice vinéni, napf. jak by se zménila
v pfipadg, Ze by kmity zdroje obsahovaly néjakou nenulovou fazovou konstantu :




Up = A-sin(e-t+gg)

Pak by se zfejmé tato konstanta beze zmény ,,prenesla“ do kmitll v dalSich mistech bodové fady :

u(x,t) = A-sin(@-t—k-x+¢g)

Nezapomerfite také na Uvahy pFi rozboru rovnice vinéni, Ze v pfipadé opacného postupu vinéni (v
zaporném smeru osy X) nastane zména znaménka u prostorové ¢asti argumentu :

u(x,t) = A-sin(e-t+k-x)

ProtoZe rovnice vInéni je v podstaté rovnici kmit(, Ize pro ni psat analogicky komplexni zapis jako pro
kmity :

A +i(wt+k-x+
U(X’t) = A-e ( %) komplexni tvar vinéni

Posledni Gvaha o variantach rovnice vinéni by se tykala moznosti, Ze kmity zdroje by nebyly harmonické,
ale mély by zcela obecny priibéh (i neperiodicky), popsany néjakou libovolnou funkci ¢asu :

up = f(t)

Pak by samoziejmé v bodové fadé vzniklo také neharmonické postupné vinéni, které by popisovala stejna
funkce f s argumentem, ktery by vyjadioval ¢asové zpozdovani nebo predbihani kmitl v misté X oproti
mistu O :

X
U(X’t) = f (t * E) neharmonické postupné vinéni

VInéni v prostoru

Umistime-li zdroj kmitd v néjakém misté 3-rozmérného pruzného hmotného prostiedi, pak se ovsem
vznikly rozruch $ifi pomoci pruznych vazeb ¢astic na vSechny sousedni body , tj. do vSech smérl v
prostoru, do vsech bod( tohoto prostiedi.

Mista, do nichz se vInéni rozsifi v rliznych smérech za tutéz dobu, lezi jisté na néjaké spojité plose — tzv.
vinoplocha . Vychylky (kmity) vSech bod(l na vinoplose jsou stejné Casové (tedy i fazové) zpozdéné
oproti mistu zdroje, maji tedy stejnou velikost i stejnou fazi.

VInoplocha je geometrické misto kmit( stejné faze

Poznamka: VInoplochy existuji v kazdém cCase, je jich tedy nekonecné mnoho, zakreslujeme vSak jen nékteré, napf. takové,
které jsou od sebe vzdaleny o vinovou délku.



PFi popisu vInéni také uZivame pojem paprsek — rozumime tim pfimku, ktera lezi ve sméru postupu
vinéni v daném misté. Paprsky jsou kolmé k vinoplocham, jsou to vlastné jednoduché bodové rady.

v s

VInoplochy maji obecné libovolny tvar. Je-li vS8ak hmotné prostfedi izotropni — tj. vInéni se Sifi ve viech
smérech (od zdroje) stejnou fazovou rychlosti — pak vznikaji kulové vinoplochy — a viny (vInéni) také
nazyvame kulové - jde vlastné o nejcastéjsi tvar vinoploch v pfirodé.

Uvazme dale, Ze ve velké vzdalenosti od zdroje maji kulové vinoplochy velky polomér — v menSi
objemové Casti prostredi je tedy Ize povazovat za rovinné vinoplochy. To plati tim presngji, ¢im mensi
¢ast objemu sledujeme a v limité pro nekone¢né malou (diferencialni) ¢ast prostoru mlzeme vlastné
jakékoliv vinoplochy povazovat za rovinné. Rovinné vinéni (viny) se tak stava teoreticky nejdlleZitéjSim
druhem vinéni.

Odvodime proto rovnici tohoto vinéni.

PFedstavme si nejjednodussi situaci, Ze rovinné vinéni postupuje ve sméru osy X . Tato osa je tedy jednim
z jeho paprskl a rovinné vinoplochy jsou k ni kolmé. Do obrazku zakreslime pouze dvé vinoplochy —
jednu jdouci pocatkem O (je to vlastné roviny yz) a druhou ve vzdalenosti X od po¢atku :

AY
| I — ?"P”hf
X
R =
0 x
vtnnytoc‘na
ra
: X H
e >

Vime, Ze na vinoplochach maji v8echny body stejnou vychylku, kmitaji se stejnou fazi. Na prvni
vinoplose jdouci pocatkem O maji tedy vsechny hmotné body stejnou fazi jako v bodé O a viechny body
na druhé vinoploSe maji stejnou fazi jako bod na ose X, tj. stejné fazové zpozdéni jako tento bod.

Situace na celé této vinoplode je tedy stejnd jako v misté X na bodové fadé (na ose x, i na jakémkoliv
paprsku). Potom rovnice vInéni v bodové fadé, kterd popisuje kmity v libovolnych mistech osy X, je také

Vv /s

soucasné rovnici pro vinoplochy jdouci témito misty a je tedy nejjednodussi rovnici prostoroveho vinéni,
rovnici postupného rovinneho vinéni (linearné polarizovaného), jdouciho ve sméru osy X :

U(X’y’z’t) = U(X’t) = A-sin(a)-t—k-x) rovinna vina ve sméru osy x

Poznamka : Rovinnou postupnou vinu také samoziejmé popisuji vSechny obecnéjsi tvary, které jsme doplnili u bodové fady —
tj. s pfidavnou fazovou konstantou, zména znaménka pfi opatném postupu vinéni, komplexni tvar, neharmonické vinéni.



VInova rovnice

Rovnice jakéhokoliv vInéni je principialné vzdy rovnici popisujici pohyb hmotnych bodl (dané latky,
soustavy) a je ji tedy mozno nalézt feSenim Newtonovych pohybovych rovnic. Sestaveni téchto rovnic
viak jisté neni jednoduchd zaleZitost. Pruzné hmotné prostfedi, které je pfedpokladem pro existenci
vinéni, je specialni soustavou hmotnych bodU, ktera se pohybuje ,,nestandardnim“ zplsobem — viInéni
jisté nelze vyjadfit pomoci translace a rotace a pouZzit impulzovych vét, protoZe tyto véty neobsahuji
vnitini vazebni sily, které jsou pro vznik a existenci vinéni zasadné dlilezité. Exaktni stanoveni pruznych
vazbovych sil je pak velmi komplikované, nebot’ tyto sily zviseji na strukture latky a vlastnostech jejich
castic.

Je proto velmi vyhodné, Ze se podafilo nalézt ,ekvivalentni pohybovou rovnici“, kterd neobsahuje
materialové a strukturni parametry pruzného prostredi — tzv. vinovou rovnici.

Provedeme odvozeni této rovnice pro zakladni druh vinéni - rovinné viny postupujici ve sméru osy X :
u(x,t) = A-sin(w-t—k-x)

Proved'me nejprve dvakrét derivaci (parciélni) podle Casu :

ou =A-w-cos(w-t—k-x)

ot

@ =—A-0?-sin(w-t—k-x)
ot

A potom dvakrét derivaci podle soufadnice :

% — A-(=k)-cos(-t—k-x)

2
TY A~k -sin(@-t—k-x)
0 X

Ze druhé Casové derivace vyjadfime funkci sinus :

1 .82u
A-a)2 8t2

sin(w-t—k-x) = -

a dosadime do posledniho vztahu pro druhou prostorovou derivaci :

2 2 A2
:—A-(—k)2 -1 8u _ k 8u

A-w? 0t2 % ot?

8x2

JestliZze pouzijeme defini¢ni vztah pro Uhlovy vinocet :
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k=2
c

dostaneme po vykréceni :

o2 1 6%
ox%  c? ot?

vlnova rovnice (nejjednodussi tvar)

Tato rovnice je skutecné ekvivalentni k pohybové rovnici, nebot’ na jeji jedné (pravé) strané vystupuje
druha derivace vychylky podle €asu, tj. zrychleni kmitajici ¢astice (elementu) hmoty, plsobici sily se
v8ak podarilo vyjadfit druhou parcialni derivaci podle soufadnice a fazovou rychlosti vinéni (ta jedina
zavisi na vlastnostech prostredi).

Rovnice vinéni je pak feSenim vinové rovnice. Je velmi pozoruhodné, Ze vinovou rovnici splfiuje i
postupné neharmonické vinéni libovolného tvaru (zkuste sami dosazeni) :

u = f(tizj
C

Bez odvozovani si uvedeme, Ze vinova rovnice jesté mlze byt dale zobecnéna pro linearné polarizované
postupné vinéni v libovolném sméru — pak se na levé strané objevi dalSi parcialni derivace podley a z :

o%u o' % _ 1 %

—+ =
ox° oy? 0122 c? ot?

Levou stranu je moZno formélné zjednodusit vyuZitim Laplaceova operéatoru :

0°u  o%u 8%
AU = 5+ >t
OX° 0y~ 01

Pak dostaneme :

2
Au = iz.a_l;
c” ot

A v nejobecnéjsim pFipadé nepolarizovaného vinéni, kdy vychylky hmotnych bod( je nutno vyjadrit jako
vektory, se vinova rovnice stane rovnici vektorovou :

1 6%
Eaea

AU =
c? ot?

vlnova rovnice (obecny tvar)

Matematicky jde o parcialni diferencialni rovnici 2.fadu. Zasadné dilezité pak je, Ze i kdyz byla tato
rovnice odvozena pro rovinné viny, plati pro jakékoliv vinéni, nebot’ jako kazda rovnice s diferencialy
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plati jen pro diferencialni — nekone¢né malou — €ast prostoru, pro dané (prakticky bodové) misto, kdy Ize
jakoukoliv vinoplochu povazovat za rovinnou.

(konec kapitoly) K. Rusnak, verze 01/2005, zkraceno 02/2016
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