Skladani (interference) virgni

Protoze vigni je ve své podstakmitani (soustavy) hmotnych bibdnemiZze nas fekvapit, Ze existuje

jev skladani virgni od (rekolika) miznych zdroj - ktery neznamena nic jiného, nez Ze v kazdéng bod

soustavy se skladaji kmity vyvolanirito zdroji,

Podleprincipu_superpozicemechanickych pohybse napiklad dw okamzité vychylky hmotného bodu

v daném mist od dvou vigni (tyto vychylky jsou ufeny rovnicemi vigni) s&tou — v nejobec¥Sim

piipadt vektorové - do vysledné vychylkyimotného bodu - a tim vytiiarovnici vysledného vini :

a( x,y.zt) = G xyzt) + Uy(xyzt)

Je Zejmé, Ze i jen ziyodu obecnych s#mi vektom vychylek mizeme dostatip jejich itani dosti
komplikované vysledky .

NejjednodusSbude jist interference dvowstejré linearné polarizovanychrovinnych vin stejné vinové

délky. Pak totiz &itame pouze skalary, a protoZze rovinné viny se qgpistejnymi rovnicemi jako

bodovérady, mizeme tento problémieveést na interferenci wni v bodové&ack.

1) Uvazme nejprve, Ze dlvinéni postupuji ve stejném s#ru osy X:

Predpokladejme, Ze v bodovadt existuji na dvou mistech (@ Q) dva zdroje vi#ni, které kmitaji se
stejnou periodou, maji stejny smkmitani a stejné faze (nebo alespmnstantni fazovy rozdil) — to jsou
tzv. koherentni zdroje

Ul(ol) = AELBHnCUt
u,(0,) = A, Ginwt nebo U, = A Bin(wld+4d,)
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V kladném smiru osyx se potom $i dvé stejre linearré polarizovand vléni stejné vinové délkyFazova

zpozdni obou virni v libovolném bod m, dana proéhnutymi drahami obou vémi (X1, X2), pak

uréuji rovnice obou viani, tj. okamzité vychylky v tomto bed

up(xt) = Aglsinfelt-kix)

uy(x,t) = A, Gin(wd —k )

Vysledna vychylka bodun je pak jejich jednoduchym skalarnim stam :

u(x,t) = ug(x,t)+us(x,t) = Aqlsin(et—kix)+ Ay [sin(c [t —k[xy)

Ve sledovaném badm, tj. pro zadané hodnoty; a x, tato rovnice znamena ,,obgjné“ skladandvou

rovnok¥éZznych kmiti _stejné frekvences tiznymi amplitudami A, A;) a s fiznymi fazovymi

konstantami :
$1 = —Kkix
¢ = —kix

A muZzeme tak v plné mé aplikovat naSeit/¢jSi poznatky o skladdani rovnémych kmifi :

Vysledné kmity (vIgni) jsou ogt harmonické stejné frekvencévinové délky). sryslednou amplitudou

afazovou konstantoy které se wi nag. grafickou metodou pomoci komplexnich amplitudinveiasto

zajimaji fyziky i techniky - stejjako @i skladani kmit - extrémni vysledky

a) Vime, Ze promaximum _interferenceplati podminka na fazovy rozdil krinit

$1—-¢> = tnl2n , n=012..

Jestlize dosadime za fazové konstanty a Uhlovyetno
—kix —(-klxy) = £nl2n

k{x, —%) = £nl2m

207

T[ﬂxz—xl) = +nl2r

Pak po vynasobeni vinovou délkou (a vykraceni)atwsne :
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Xo =X = £nlA

nebo :

X1 =%| = nOA = Zn%

podminka maxima interference

Vyraz na levé stranje rozdil vykonanych drah drahovy rozdil vl@ni — a pro dosazeni maximalni

vychylky (rovné sottu obou amplitud) musi byt rovetela‘iselnému nasobku vinové délgsudéemu

nasobku poloviny vinové délky) viny jsou pak ,ve fazi“.

b) Prointerferenéni minimum pak z obecné podminky na fazovy rozdil Knpulati :

¢1-¢> = £(2n+1)in , n=012.

Dostaneme analogicky :

ZAﬂmxz-xl) = +(2n+1)0r

a nakonec :

gl = (2n+1)E5

podminka minima interference

Drahovy rozdil vigni se tedy v fipadc minima musi rovnat lichému nasobku poloviny vinaéky —

vinyjsou pak ,v protifazi“.

2) Predpokladejme dalSi moznou situaci - ze devinné viny (steja linearré polarizované a stejné

vinové délky) postupuji navzajem opmymi sn¥ry , nagiklad ot na oseX .

Tato moznost fipada v Uvahu v prostoru mezigwa koherentnimi zdroji velmic¢asto se vSak realizuje

po odrazupostupného vkni od jedinéhozdroje na #jaké pekdzce (rozhranni dvou proesi).
Predpokladejme jeStpro maximalni jednoduchostipné viréni — tj. vychylky v osey , nulové fazové
konstanty a stejné amplitudy :

yi(x.t) = Alsin(elt —kIx)

yo(x,t) = AGiIn(wd +k [X)

Vysledna vychylka libovolného bodu misg X je pak jejich skalarnim sétem :

y(x,t) = yp(xt)+yo(x,t) = Alsin(elt—k[x)+ Alsin{a [t +k[X)
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Stejné amplitudy rizeme lehce vytknout :
y(xt) = yi(x,t)+yo(x,t) = Al(sin{e [t —k[x)+sin(c [t +k[X))
A pouZijeme zndmy s@tovy vzorec :

y(x,t) = 2Alsin(a(t)[codk[x)

Tato rovnice je oft rovnici rgjakeho virgni (v bodovéad, ¢i rovinného), nebt popisuje kmitavy stav
(vychylku) libovolného bodu v libovolnérsase, rozhodhse ovsem nejedna o postupnéerin(neni to

funkce zpoz#&néhocasu) — jsou to tzv. stojaté viny :

y = 2A[tosk x [Sinwt

stojaté vini

U postupného vini totiz kmitaji vSechny body se stejnou amplitudoale s odliSnou fazi (ktera se

v prostoru i fazovou rychlosti).
Ze ziskaného vztahu vSak jaswidime, Ze v fipadt tohoto stojatého vini kmitaji vSechny bodge
stejnou f4zi- ale amplitudy jejich kmit jdou rizné :

A = 2A[toskx amplituda stojatého vigni

Pozn. :podle této definice je tedy amplituda véla kladna i zaporna, na rozdil od harmonickychtimi
hmotného bodu, kdy je amplituda chapana jako kladslé — nepinasi to vSak Zaddné matematické

potiZe — stale jde 0 maximalni vychylku hmotnéhdyov kladném nebo zaporné&m

Prakticky to znamena, Ze vSechny hmotné body vbéadk se napiklad v p@&ate&nim ¢ase zainaji

soutasré vychylovat ze svych klidovych hodnet a za stejnou dobu (rovnd@tvrting periody kmitu)

vSechny sotasré dosahnou svych maximalnich hodnot — tj. amplitAdy(viz obrazek nize).

A'= 2A. cos kx

>
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Obrazek nam ddbk ukazuje prostorové rozlozeni kinihta bodov&ad. Vidime také, Zze matematicky
nijak nevadi, kdyZ je amplituda n&kterych mistech zaporna — znamena to pouze, Zenénmmdy se
pohybuji v opaném smyslu, nez hmotné body v mistech kladné amaylifpresre vzato jsou tedy jejich
kmity v protifazi).

Vychylky kmita (amplituda) je nej§tSi v mistech, ktera se nazyvaji kmitny. Plati mfo

cockx = =1

Tedy v mistech, kde je :

kx =0, +n, +2n, £3n,...

JestliZze pro uhlovy vinget pouzijeme znamy vztah :

%5( =0, xm £2m, +£3m,...

Dostaneme pro polohu kmiten jednoduchou podminku :

X = 0, i%, i%, i% kmitny stojatého vidni

Vzdalenost kazdych dvou sousednich kmiten je tedga polovig vinové délky. Jak vidime z obrazku,
mezi kmithami jsou mista — tzv. uzly - ve kterydog hmotné body trvale v klidu, tj. maji nulovou
vychylku :

coskx =0

Tedy v mistech, kde je :

— 4+71 4 3n 457
k X TS E T 25,
JestliZze opt pro Uhlovy vin@et pouzijeme znamy vztah :
2n — 4N 43n Lon
/]D( 2T 2T 27T

Dostaneme pro polohu uzjednoduchou podminku :

X = 0, iA, i%, i%,... uzly stojatého vigni

Tedy i vzdalenost kazdych dvou sousednictli jezkovna polovig vinové délky a mezi uzlem a kmitnou
je vzdyétvrtina vinové délky.

Jak uz byla'e¢eno, je stojaté vini dilezité u linearnich Gtvar(télesa, u kterychigvazuje jeden rozén
nad druhymi déma), po odrazu postupnéeho & na konci (pevném nebo volném). Takovynisghbem
tedy kmitaji fizné tye, struny a vzduchové sloupce — je tedgjma aplikace ndjklad v akustice
hudebnich nastroj



3) Jiz u kmifi hmotného bodu jsme zjistili, Ze prakticky nelzewmre slozit kmity tizné frekvence,
krome¢ pripadublizkych frekvenci

Prozkoumejme proto, jaky vysledek bude mit intemee dvou stefn linearré polarizovanych
harmonickych vigni (v bodov&act ¢i rovinnych) sficich se stejnym sénem, jejichz ahlové frekvence,

vinové délky a uhlové vinay se od sebe velmi méalo odliSuji, tedy :

w“© = , A]_:/]Z’ klzkz

Predpokladejme aft pro maximalni jednoduchost, Ze viny maji stejmgpbtudy a nulové fazové
konstanty, tedy :

up(x,t) = Alsin(aq [t =k [X)
uy(x,t) = AGin(aw, 0 -k, k)

Vysledné vigni, vzniklé sloZzeniméthto vin, pak bude popsano rovnici :
u(x,t) = ug(x,t)+us(x,t) = Alsin(aq [t —kq [X)+ Alsin(a, [t —ky [X)
Po vytknuti amplitudy rizeme aplikovat znamy vzorec pro geusini :

a-pg
2

. . . a+
sing +sinf = 2sin Zﬂ [€os

Dostaneme tak :

Cbl[t_kl[X';Cbz [t_kz[x (cos Cbl[t_kl[x_zaz [t+k2[X
_ ZAEin(anz)Eﬂ;(kﬁkz)& DCOS(wl-aé)Eﬂ;(kl-kz)&

u(x,t) = 2AGn

Jestlize ozn&me :

by + G _ -
2 2

W -w =dw| |k -k =4k

Pak Ize vysledek zapsat jednoduseji :

u= 2AGIn(wd - kX) Ocos ("—“’[ﬂ - "7'(5()

2 interference vireni blizkych frekvenci




ProtoZe jsou vSechny uhlové frekvence a vSechtovatvinaity ziejmeé prakticky stejné :

CU:C({L:CCZ k:klzkz

A tedy vzajemné odchylkyéthto veltin jsou velmi malé :

Aw - 0 Ak - 0

MuZeme proto takové vémi povazovat zakoro harmonické postupné vémi s Uhlovou frekvenci a

Uhlovym vinaitem prakticky stejnym s vychozimi vinami :
u=Alsin(at-kx)

Ale s amplitudou, ktera se velni pomalgnmn s mistem tasem :

A = 2ALos( 240 -2F k)

Uvazme konkrét# co tyto znény znamenaji :

1) Jestlize bychom sledovatiasovy pfibéh kmitiz urcitého hmotného bodu v bodovad, tedy se

zvolenou konstantni stadnici :

x = kons

Potom ve fazich sinu a kosinu vzniknou konsta&lgny:

u = 2AGIn(wlE - kX) DCOS(ATC"D} - “7‘(&) =

= 2AE$in(a)Eﬂ + ¢O) [lcos (ATC"D} + ‘»”o)

Pro p@atek osy - tedy bod s nulovou $adnici — jsou tyto konstanty ovSem nulové a roviioéa bude
mit nejjednodussi tvar :

u(x=0,t) = u(t) = 2AGIN(w)Tos (X 1)

Vidime, Ze vznikly kvaziharmonické kmity s frekvénmriblizné stejnou jako vychozi kmity (viny) a
s velmi pomalu prognnou amplitudou (protozglac — 0O ) - to jsou ale znamé kmity, které vznikaji

pii skladani rovnokZnych kmifi blizké frekvence - tzvidzy . Je ¥ejmé, Ze hmotné body v jinych

mistech kmitaji v principu stejnjen s fazovymi posuvy, které &gobuji vySe uvedené konstanty.

2) Uvazme dale, jak vypadaibeh vinéni na celé bodovéadé v rejakém utitém, zvolenéntase, tedy

za podminky :

t = kons




Potom ve f4zich sinu a kosinuépzniknou konstantnileny :
Aw
[Icos (— Ki

Ak )
2 _TD()‘

= 2AGin(a - kX) Ocos (,8 - "7‘(5()

= 2AGIn(wd - kX)

V nulovémc¢ase pak budou konstanty také nulové a rovnice mitleejjednodussi tvar :

u(xt=0) =u(x) = 2ADin(- kX)tos (-2 X)

u=AGIn(wt -k x)

A = 2ATe0s (221 - 8K x )

vinové baliky

Protoze je AK — O , muZeme vzniklé viny povaZzovat za

kvaziharmonickéylnsvou délkou

stejnou jako vychozi vimi, jejichz amplituda se velmi pomalu a periodickygni (je modulovangd -

vznika tak ,obalova #vka“ ve tvaru sinusové viny s dlouhou

amplitudové modulace

vinovou kiél A (vinova délka

Toto viréni mizeme popsat jako prostoroviadu skupin vin — tzwlnové grupy (baliky, klubka).

(Graficky se vinové grupy podobaji tam — ale tam byl prognnoucas - nyni jde o prostorové utvary

jsme Fece na ose x 1)



Vinovou délku modulacdehce uéime jako_nejmensi vzdalenash ose x , po které se opakuje (ieh

amplitudy. ProtoZe funkce kosinus ma peri@adubude platit :

[ - 50 - (0 - Sy = 2n

VyieSenim dostaneme :

Ak _
iftﬂm = 21T

1 = 2n _ 4n
m kT gk
2

Z obréazku je vidt, Ze Stka grupy vin je rovna pré&yolovirg vinové délkyﬁm , tedy :

AX:Z_]2
Ak
Ax Ak = 2

Nalezli jsme tak ,podivnou” souvislost mezi rozaflevinaitta pouzitych vin a $kou vinového klubka —

¢im VétSi bude rozdil vinéta (tedy i rozdil vinovych délek), tim_mensi vindkébko vznikne.

s

Aplikaci tohoto vztahu ip studiu pohybu mikrééastice pak vznikla jedna z néjdzit¢jSich rovnic

moderni kvantové fyziky — tz\eisenbergovy relace netiitosti .

K velmi zajimavym vysledkm dale dojdeme, jestlize budem#&myslet o tom, co vlasingrupy vin

v prostoru dlaji ? - Jde o postupné ¥im, tedy Zejm¢ postupuji- pohybuji se - ve s¥ru osyx .

Ano, a pohybuiji se fazovou rychlosti ?
Zopakujme si, co to vlasirje fazova rychlost ? - Je to rychlost postuput ifikoch) stejné faze vémi,

tj. faze (argumentu) funkce sinus. Pro tato nisty plati :

alt — kix = kons.

Rovnici diferencujeme :

aldt — kldx =0

Pak podil diferencialdrahy atasu je jist rychlost postupusthto mist :

dt k fazova rychlost vlgni




Rychlost pohybu vinového klubka bychom pak mohtitufako rychlost nafiklad jeho vrcholu, nebo
obecrt jakéhokoliv mista wité amplitudy — nizeme tuto rychlost tedy definovat jako rychlosttpps
(pohybu) mist stejné amplitudy.

V nasi rovnici vigni je amplituda dana vztahem:
A = 2Au’cos( “ [ ——D( )

A tedy pro mista stejné — konstantni - amplitudysiplatit, Ze je konstantni argument (faze) funkce

kosinus :

Adaw Ak

— [ -=-X=konst
2 2

Rovnici diferencujeme :

Aa Ak
Tmt 5 [dx =0

A podil diferencial drahy acasu pak oft bude rychlost postup@dhto mist — mist stejné amplitudy, a
celého klubka (b napohled #ejmém gedpokladu, Ze klubko nemi tvar) :

C :%:A_a)
g dt Ak

Vidime, vyraz pro tuto rychlost — nazyva se grupoyéhlost - je principialé jiny, nez pro rychlost

fazovou. V limig€ pro viny velmi blizké frekvence fieme pouzit diferencialy :

dw

Cgr dk grupova rychlost vléni

Dospli jsme tak k zavaznému poznatku :

VInové baliky se pohybuji v prostoru grupovou ryohti, ktera je obeahodliSna od rychlosti fazové !!

DalSi uvahy pak zasadzesili prakticky i teoreticky vyznam vinovych gragejich rychlosti.

Rovnice monochromatického postupnéhcminjedné frekvence a vinovée deélky) :
u(xt) = Alsin(alt-k[x)
popisuje vlasté jen teoreticky jev- stav kmib prostedi — ktery je v libovolnémiase vzdy rozproin od

minus do plus nekoriea !

Skute&né zdroje(elektromagnetickych) vin — vysia - ovSem generujbud’ nemonochromatické véni

(viz vySe amplitudo¥ modulovanou vinu — ta vznikla sice jen z vin dvioekvenci — ale nagklad i
realném penosu celého hudebniho zvukového pasma (20 Hz kH2) musi byt sloZen cely takovy
interval nekonéného pdtu vin — @itom opst vznikaji vinové grupy),
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nebo vysilate generuji imo ¢asow ohrantené viny — pulzy — a ty Ize matematicky vzdy vyjaghko
sloZzeni (sotet) nekonéného pétu vinéni z ukitého intervalu (matematickd Fourierova analyza) a
vysledkem je oft grupa vin.

V kazdém pipact ma tedy realné viimi formu vinovych grup a tyto grupygnaseji vysilanou energii (a
vysilané informace). K tomuto z&w Ize také dojit, kdyZz uvazime, Ze vinova klubkesahuji vSechna
maxima vin (kmit) - a maxima vzdy @uji celkovou energii kmitavého pohybu (viz vzoreo gnergii
netlumenych i tlumenych knii}.

Tedy celkem :

Energie vigni (a genasené informace) se prostorefhgiupovou rychlosti

Proto je stanoveni grupové rychlosti velmilefité a ¥nujeme mu v nasledujicickadcich trochu
pozornosti :
Vime, Ze pro vypéet grupové rychlosti musime derivovat Uhlovou rgshlpodle Uhlového virtu

(vinovéhocisla). Zname také obecny vztah (plyne takéerphozich vztahpro fdzovou rychlost) :
w = 2rf = 27T|:-|§ = clk

Vidime, Ze musime derivovat st dvou veltin - vysledek derivace bude proto principilmaviset na
tom, jestli je fazova rychlost konstanta nebo funkbedy rozliSime :

1) Fazova rychlost vimi v daném progedi je konstantninezavisi na uhlovém vigta — tedy nezavisi

ani na vinové délcekikame, Ze takovgrosi‘edi nema disperz prikladem je vakuum.

Jestlize tedy plati :
c = kons.
Pak je derivace uhlové rychlosti jednoducha :
_da
C — = —(c (k) =c
o dk

Grupova rychlost v bezdisperznim ptesli je rovna fazove rychlosti.

1) Druhou moznosti pak je, Ze fazova rychlost zéas/inové délce. Pak monochromatické viigngch
vinovych délek maji v daném priesti nizné fazové rychlosti prostredi méa disperz takové je BZné

latkové prostedi, nagiklad sklo.
(disperze = rozptyl, rozklad éni na jednotlivé monochromatické viny - kazda sespoléném
svazku $i jinou rychlosti a pi vhodném experimentalnim ugpadani je Ize od sebe i oflid — lom

swtla hranolem) .
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V tomto gipack je tedy fazova rychlost funkci :
c =c(A) =c(k)

Uhlova rychlost je pak komplikovaj$i funkci vin@tu neZ u bezdisperzniho priesdi :

w(k) = clk = c(k)k disperzni vztah (relace)

A grupovou rychlost vypg&itame :
da d C
e, =9% = 9 emy=c+ K 2 ¢
g dk dk dk
V tomto gipack se jiz grupova rychlost bude liSit od rychlostzdvé a je izjmé, Ze podle znaménka

derivace niZe byt ¥tSi i mensi nez fazova rychlost. RozliSime tedg dal

a) Jestlize bude tatderivace zaporng tj. kdyz fazova rychlost klesa s uhlovym &tem (a tedy roste

s vinovou délkou), pak grupova rychlost vzdy vycimensi nez fazova rychlost :

c :C+k|:-|d—C<C
r dk

To je pipad tzv.normalni_disperze, ke které dochazi n#plad pi Sireni se¥telného vigni sklem.

S rostoucivinovou délkou tedy ve skle roste fazova rychle&tla a klesa index lomskla (ktery je

definovan jako porr rychlosti s¥tla ve vakuu a v latce).

Proto se na skléném hranolu_nejménlame swtlo s nej¢tsi vinovou délkou €ervené(760 nm) a

nejvice se lamewtlo s nejkratSi vinovou délkou — fialov@60 nm).

sklen ény
hranol

stinitko

bilé I A N
svétlo PR
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b) Jestlize fazova rychlost bude niiadnou derivaci, tj. kdyz fazova rychlost roste s Ghlovym ytem

(a tedy klesa s vinovou délkou), pak grupova rysthlady vychazietsi nez fazova rychlost :

C :c+kB(j£>c
ar dk

To je pipad tzv.anomalni disperze kterou pozorujeme u latkovych prieti vyrazg méreé ¢asto (u

n¢kterych latek a jen v okoli vinovych délek, kteyeotlatky silre absorbuji)

konec kapitoly K. Rusiidk, verze 05/2010
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