1.

Uvod do zakladnich pojmii teorie pravd@podobnosti............c..ceveeveeeereeeeeeeeeeereeeseeeeeenen 2

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.5.1

1.5.2

UVOANT POTMY ...t ees s 2
Zakladni pojmy KOmbINAtoriKY ......c.eeviieiieiiieiiieiiieieeie e 4
Zakony pro praci s ndhodnymi jevy a pravdépodobnostmi ............cceeeveeviereeennnennne. 6
Véta o uplné pravdépodobnosti a Bayestiv VZOTeC.........cceevveeiieriieiieenieeieenireeieens 10
Teoretické zaklady teorie pravd€podobnosti..........cccveeeuieeieeriieeiiieniieeie e 12

Klasickd pravd@podobnost. ........c.ceciieciieriieiiieeieeieeeie e sve e ens 12

Abstraktni ( Kolmogorovova ) pravd€podobnost..............ccceeeeveeeiieniieniienneenns 14



1. Uvod do zakladnich pojmu teorie pravdépodobnosti

1.1 Uvodni pojmy

VeétSina exaktnich véd zobrazuje své vysledky rigorozné tj. vysledky jsou ziskavany
na zéklad¢ presnych formuli a jsou jejich interpretaci. Prikladem je vétSina vysledku klasické
fyziky ( vypocet hmotnosti, rychlosti, teploty ), chemie( stavové rovnice). Pfesto se v procesu
vyvoje lidské spolecnosti postupné objevovaly jevy, jejichz presny vysledek nebylo mozno
urcit — jako prvni jsou uvadény klasické hazardni hry jiz v raném stfedoveku ( vrheaby neboli
hod kostkou nebo kostkami, karetni hry ). Takovychto ptipadi stale ptfibyvalo dokonce i1
v exaktnich védach. Zacalo mit proto smysl se jimi dikladnéji zabyvat. Matematickou
interpretaci takovychto jevil se zabyva obor teorie pravdépodobnosti.

Jednim ze zakladnich pojmu teorie pravdépodobnosti je nahodny pokus. Je to d¢j,
ktery je mozno libovolnékrat opakovat ( alespont hypoteticky ), pfi¢emz vysledky takovychto
déji nejsou jednoznaéné urceny vstupnimi podminkami, zaroven je vSak stabilni do té miry,
ze relativni Cetnost vysledka pokusu se postupné piiblizuje libovolné blizko urcitému cislu.
Podle takovéhoto popisu jsou diive uvedené ptiklady hodu kostkou, hrani karet jednoduchymi
ptipady nahodnych pokusii. Nés nebude zajimat vlastni provadéni nahodnych pokust, ale
ptedevsim vysledky takovychto dé&ji. Takovyto pohled vede k pojmu nahodného jevu.
Nahodnym jevem budeme rozumét libovolny vyrok (tvrzeni )o vysledku nahodného pokusu,
o kterém lze po provedeni ndhodného pokusu prohlasit zda je ¢i neni pravdivé.

V tomto textu budeme ndhodné jevy oznacovat zdsadné velkymi pismeny abecedy.
Ptiklady takovychto ndhodnych jevli mize byt padnuti ¢isla 3 pti hodu kostkou, vylosovani
Cisel pfi tahu sportky, pohlavi narozeného ditéte, pfitomnost elementarni ¢astice na daném
misté, odpovéd’ na otazku v dotazniku atd. VSechny mozné vysledky ndhodného pokusu
( napf. hodu kostkou ) budeme dale oznacovat symbolem  a nazyvat zakladni mnozinou.
Jestlize provadime hod kostkou je zakladni mnozinou Q ={1,2,3,4,5,6}. V piipad¢, Ze
mnozina € je kone¢na nebo spocetnda mluvime o tzv. klasické teorii pravdépodobnosti
( podrobnosti jsou uvedeny v poznadmce 1. a II. na konci této kapitoly )..

Predstavme si, ze budeme postupné¢ zkoumat produkci urcitého vyrobku piimo
na konci vyrobni linky. Symbolem A ozna¢ime ndhodny jev vyrobek je kvalitni, symbolem
—A vyrobek je nekvalitni. Budeme s delSi ¢asovou perspektivou zaznamenavat postupné
nadhodné jevy A a —A tak jak budou vyrobky vyrdbény. O povaze ndhodného jevu A nebude
vypovidat pocet realizaci A , ale bude mit smysl zjistovat jaky je podil kvalitnich vyrobkl na
celé vyrobé. . Celkovy objem kvalitnich vyrobkli oznacujeme v teorii pravdépodobnosti a
statistice jako absolutni ¢etnost kvalitnich vyrobki a podil kvalitnich vyrobkti na celkovém
mnozstvi vyrobkl jako relativni ¢etnost kvalitnich vyrobki

V dale uvedeném grafu mizeme pozorovat piiblizovani hodnoty relativni Cetnosti
nahodného jevu A pfi zvétSovani poctu nahodnych pokusii k uréitému ¢islu. Toto ¢Eislo
muzeme za danych podminek skuteéné tomuto jevu jednoznaéné pftifadit a nazyvame ho
pravdépodobnosti nahodného jevu A . Zplsob zavedeni pojmu pravdépodobnosti je
v tomto pripadé netradi¢ni jde o tzv. statisticky pristup. Na zdkladé obrazku 1.1 provedeme
tedy konstrukci pravdépodobnosti ndhodného jevu A ( dale P(A) ), zdroven uved'me jaké jsou
zéakladni vlastnosti takovéhoto pojmu pravdépodobnost :

1. Pravdépodobnost P(A) nabyva hodnot mezi 0 a 1. Ndhodny jev , pro ktery je P(A)

= 0 nazyvame jev nemoZny ; jestlize P(A) = 1 nazyvame ndhodny jev jako jev
jisty.



2. Pii provadéni ndhodného pokusu mnohokrat ( 1000x , 10000x atd. ) je urcité, ze
relativni Cetnost vyskytu ndhodného jevu se nemusi rovnat ( a vétSinou také
nerovna ) hodnoté P(A), bude se od ni vSak jen nepatrné lisit.

3. Jestlize tedy budeme chtit ovéfit , zda ndhodny jev je ¢i neni jisty je moZné
opakovat mnohokrat nahodny pokus, pokud je vysledek jen nepatrné odlisny od
jedné ( men$i nez jedna ) je prakticky ziejmé, ze pfi jediném ndhodném pokusu
nahodny jev nastane. Podobné tvrzeni lze uvést i o jevu nemozném.

4. Takovyto piistup k tvorb&é pravdépodobnosti je mozny jen tam, kde muizeme
skute¢n¢ redln¢ opakovat ndhodné pokusy a vysledky interpretovat jako
pravdépodobnosti, selze tam, kde by opakovani bylo mozné, ale z urcitych divoda
nemozné. Proto se teorie pravdépodobnosti vétSinou jako matematicka teorie
buduje axiomaticky viz [1] nebo poznamka I. na konci této kapitoly.

Relativni ¢etnost kvalitnich vyrobkii
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Pokud bychom se zabyvali nasim konkrétnim piipadem dale a provadéli Setfeni
n&kolik dni mohli bychom ziskat napiiklad vysledek uvedeny v tabulce 1.1. Udaje, které jsou
v tabulce uvedeny podporuji grafické vysledky, 1ze z nich tedy usuzovat, Ze pravdépodobnost
vyrobeného vyrobku se neméni a je rovna ptiblizné 0,957.




Den Pocet vyrobenych vyrobki | Relativni ¢etnost kvalitnich vyrobku
1.2. 12563 0,961

2.2. 13056 0,955

3.2. 12489 0,958

4.2. 12783 0,957

5.2. 12986 0,959

6.2. 12302 0,961

7.2. 12685 0,951

8.2. 12548 0,957

Celkem | 101412 0,957352019

1.2 Zakladni pojmy kombinatoriky

V této Casti budeme predpokladat, Ze veskeré mnoziny , s kterymi budeme pracovat
jsou konecné.

Pojem 1.4.1

Necht mnozina A ma celkem n > 0 prvka. Permutaci nazveme uspotfadani prvka
mnoziny A tak, Ze v tomto uspofadani je kazdy prvek uveden pravé jednou. Pocet takovychto
usporadani nazyvame poctem permutaci ( nebo poctem permutaci bez opakovani )
mnoziny A. Tento pocet P(n) = n! ( soucin vSech ptirozenych ¢isel od 1 do ¢islan).

Piiklad 1.4.1

Ve skupiné¢ 6 studentli chceme zjistit poCet vSech moznych pofadi piihldSeni na
zkousku.

Reseni:

Student se na zkousSku hlési 1x tedy hleddme pocet permutaci tedy P(6) = 6! = 120.
Studenti se miizou prihlasit celkem 120 moznymi zptisoby.

Pojem 1.4.2

Necht mnozina A ma celkem n > 0 prvk. Permutaci s opakovanim nazveme
uspofadani prvki mnoziny A tak, Ze v tomto uspofadani se kazdy prvek mize opakovat 0 az
n krat. Celkovy pocet prvkl takovéhoto uspotradani je roven n. Pocet takovychto usporadani
nazyvame poctem permutaci s opakovanim mnoziny A. Tento poéet P’(n) =n".

Piiklad 1.4.2

Podrzme zadani stejné jako v predchozim piipadu. Zjistéme jaky pocet raznych
usporadani je mozné nalézt za téchto podminek.

ReSeni :

Podle predchoziho je tento podet roven P’(6) = 6° = 46 656. V tomto piipadé se
studenti mohou pftihlasit celkem 46 656 zptsoby.

Pojem 1.4.3

Necht mnozina A ma celkem n > 0 prvkl. Variaci k — té tfidy bez opakovani
nazveme libovolnou k ¢lennou podmnoZzinu V mnoZiny A takovou, Ze v tomto uspoiadani je
kazdy prvek uveden nejvyse jednou a déle v daném uspotadani zalezi na potadi prvka. Pocet
takovychto uspofadani nazyvame poctem Variaci k — té tfidy bez opakovani mnoziny A.
Tento pocet je roven



v T f!k)' = n.(n=1)...(n—k+1)

Priklad 1.4.3

Urcete pocet vSech ptirozenych cisel mensich nez 500, v jejichz zapisu jsou pouze
Cislice 4, 5, 6, 7, a to kazda nejvySe jednou.

ReSeni:

Pocet jednomistnych ptirozenych cisel je roven poctu variaci prvni tfidy ze Ctyt prvki;
pro dvojmistné pfirozena Cisla je pocet roven variacim druhé tfidy ze Ctyt a konecné jedina
trojmistnéd ptirozend Cisla , kterd spliuji zaddni jsou Cisla zacinajici 4, jejich pocet je tedy
roven poctu variaci bez opakovani druhé tiidy ze ctyf prvkd. Celkové tedy bude

! !
—+ 4 +————=4+12+6=22.
“@4-n! “4-2) 3-2)!

Podminky splituje 22 piirozenych cisel.

x=V'+V} 4V =

Pojem 1.4.4

Necht mnozina A ma celkem n > 0 prvkl. Variaci k — té tfidy s opakovani nazveme
libovolné k ¢lenné uspotadani prvki mnoziny A takové, Ze vtomto usporadani zalezi
na potfadi prvki a kazdy prvek uveden nejvysSe jednou. Pocet takovychto uspotadani
nazyvame poctem Variaci k — té tfidy s opakovani mnoziny A. Tento pocet je roven

Vi=n*

Priklad 1.4.4

Predpokladejme, Ze prvni dva znaky SPZ automobilu v nasi republice se skladaji
ze dvou znaki abecedy, a zbylych pét clenli kombinace jsou ¢isla. Urcete pocet VSech SPZ.

Reseni:

Prvni cast se skladd z dvojice pismen ( je jich 26 ), kterd mohou libovolné opakovat,
pricemz zalezi na potadi ( jde o usporadanou dvojici ). Celkové jich je tedy jako pocet variaci
s opakovanim druhé t¥idy z 26 prvki. Druhd ¢ast SPZ je tvofena uspofadanou pétici Cisel,
jejich pocet je roven poctu variaci s opakovanim 5 tiidy z 10 prvka.

Celkovy pocet znacek je proto roven :
x=V"2V=2610" = 67600000

Pojem 1.4.5

Necht mnoZzina A ma celkem n > 0 prvkd. Kombinaci k — té tfidy bez opakovani
nazveme libovolnou k ¢lennou podmnoZzinu V mnoZiny A takovou, Ze v tomto uspoiadani je
kazdy prvek uveden nejvySe jednou a déale v daném uspotadani nezélezi na potadi prvki.
Pocet takovychto uspofdadani nazyvame poctem kombinaci k — té tfidy bez opakovani
mnoziny A. Tento pocet je roven

n n n!
Cr=0) kl.(n—k)!
Piiklad 1.4.5
%j istéte pocet moznosti vybéru spravné Sestice pii hie sportka.

ReSeni:
Celkovy pocet téchto Sestic je roven poctu kombinaci Sesté tfidy z 49 prvk.
! !
x=()= 49! _ A9 _49.48.47.4645.44 49.4.47.46.3.11=13983816
6!.(49-6)! 6143 1.2.3.4.5.6
Pojem 1.4.6

Necht mnozina A mé celkem n > 0 prvki. Kombinaci k — té tfidy s opakovanim
nazveme libovolnou k ¢lennou podmnozinu V mnoziny A takovou, Ze v tomto uspotfadani je



kazdy prvek uveden nejvyse k krat a dale v daném uspotadani nezalezi na potadi prvkii. Pocet
takovychto uspotfddani nazyvame poctem kombinaci k — té tfidy s opakovani mnozZiny A.
Tento pocet je roven

—— [j _(n+k-1)!
g . kl.(n—1)!

Priklad 1.4.6

Hra domino piedstavuje soubor kostek , znichz je kazda kostka rozdélena na dvé
poloviny a kazd4 polovina je samostatné¢ oznacena body 0 az 8. Kazd4 kostka se ve hie
vyskytuje pouze jednou. Urcete pocet kostek jedné hry.

Reeni:

Jde o kombinace druhé tfidy s opakovanim z deviti prvkd ( nezéalezi nam na potadi
vybéru dané dvojice , prvky se mohou opakovat a celych ¢isel od 0 do 8 je devét ). Podle vyse
uvedeného vztahu je pocet kostek jedné hry roven

9+2-1 10 101
19 _ _ _ C
Cz_[ ) j_(zj_m& 3

1.3 Zakony pro praci s nahodnymi jevy a pravdépodobnostmi

Pti praktické préaci se vétSinou setkdvame s ukoly, které zavisi Casto na vice nez
na jednom nahodném jevu. Naptiklad pii urcité odpovédi v dotazniku sledujete zarovein tuto
odpovéd’ , ale zaroven ji konfrontujete s faktem pohlavi respondenta. Proto je diilezité se
zabyvat aritmetikou zdkonil teorie pravdépodobnosti. Budeme tedy dale uvadét jisté definice
zékladnich pojmt.

Jev opacny k ndhodnému jevu A je ndhodny jev B takovy , Ze nastava pravé tehdy,
kdyz nahodny jev A nenastava.Ptiklad : A — pti hodu kostkou padne 6; jev B pii1 hodu kostkou
padnou bud’ 1 nebo 2 nebo 3 nebo 4 nebo 5.

Jevy A a B se nazyvaji neslucitelné , jestlize nemohou oba nastat soucastn¢ . Bude — li
ndhodnym jevem A napt. padnuti 6 , B mtize byt napt. ndhodny jev padnuti lichého ¢isla.

Diilezité je , Ze pro dva ndhodné jevy A a B plati, ze sjednoceni ( seCteni ) nahodnych
jevi A a B je také ndhodny jev C = A U B . Tento ndhodny jev tedy nastava prave tehdy,
kdyz nastava aspon jeden z nahodnych jevii A , B. Podle poznamky 1. na konci této kapitoly
je nahodnym jevem dokonce libovolné kone¢né nebo spocetné sjednoceni ndhodnych jevi.

Podobné pro dva nahodné jevy A a B plati, ze prunik nahodnych jevii A,B je opét
nahodny jev C = A N B .Tento ndhodny jev nastava prave tehdy , kdyz nastavaji oba ndhodné
jevy A, B soucastné. Podobné jako u ptedchoziho ptipadu plati, ze konecné nebo spocetné
praniky ndhodnych jevi jsou opét ndhodné jevy.

Priklad 1.2.1:

Néhodny jev A nastava pii hodu kostkou, jestlize padne 3 nebo 6. Nahodny jev B
nastane , jestlize padne sud¢ cislo.

Potom C=A UB = {2;3;4;6} ; ddle C=A N B = {6}.

Pro vlastni vypocty pravdépodobnosti jistych situaci je dulezité se naucit pracovat
s hodnotou pravdépodobnosti jako s ur¢itou mirou , kterd ma jisté vlastnosti :

I. Vlastnost dopliiku . Necht’ A je ndhodny jev a B je jev opa¢ny k ndhodnému jevu
A .  Potom plati
P(B)=1-P(A) (1.1)



I1. Vlastnost sjednocovani. Jestlize ndhodné jevy A, B jsou neslucitelné , potom plati
P(AUB)=P(A)+P(B) (1.2)

Exaktni informace nalezne ¢tenat bud’ v ¢asti 1.5 na konci této kapitoly nebo v [1].
Z téchto vlastnosti miizeme odvodit jednu velmi dulezitou informaci o obecné hodnoté
pravdépodobnosti sjednoceni ¢i priniku dvou ndhodnych veli¢in.

Tvrzeni 1.2.1
Necht’ A, B jsou ndhodné jevy potom plati

PAUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) (1.3)
Dukaz:
Provedeme obrazkem 1.2
AUB
A ANB B

Z obrazku je ziejmé, Ze sjednoceni ndhodnych jevi A a B je mozno upravit
na sjednoceni tfi neslucitelnych ndhodnych jevii. Pokud tedy secteme pravdépodobnosti
nahodnych jevl A a B je vysledek nutné vétsi o pravdépodobnost priniku téchto ndhodnych
jevu, nebot’ ten se vyskytuje v obou nahodnych jevech soucastné, pocitali bychom ho tedy
dvakrat.

Priklad 1.2.1 pokracovani

Reseni:

Pocitame pravdépodobnosti nyni nikoli pomoci statistické definice pravdépodobnosti,
ale pomoci definic uvedenych v poznédmce I. na konci této kapitoly.

P(A)=2/6=033 ;P(B)=3/6=0,5.

P(ANB)=1/6=0,167 ;P(AUB)=4/6=2/3=0,67 nebo podle (1.3)

P(AUB)=0,33+0,5-0,167 =0,67

Pti feSeni urcitych konkrétnich situaci nas nezajima piimo otazka pravdépodobnosti
urc¢itého ndhodného jevu A , ale feSime situaci vyskytu nahodného jevu A za podminky, Ze
zéaroven nastal ur€ity ndhodny jev B ( pfedpoklddame, jev B neni nemozny ) . Napiiklad nas
mohou zajimat odpovédi na urcitou otazku v dotazniku za predpokladu, ze respondent byl
muz ; Pro feSeni takovychto situaci byl vymyslen cely matematicky aparat tzv. podminénych
pravdépodobnosti. Principidlni myslenkou je zahrnout do vypoctu pravdépodobnosti (
podminéné ) jevu A jen tu Cast, ktera je spole¢nd obéma nahodnym jeviim.

Proto nas neptekvapi nasledujici definice podminéné pravdépodobnosti jevu A
vzhledem k ndhodnému jevu B( op€t ne nemoznému ) jako

P(A/B) = P(4NB)
P(B)

Z vyrazu (1.4) mizeme odvodit pravdépodobnost priniku dvou ndhodnych jevii A a B

pomoci podminéné pravdépodobnosti jako
P(ANB)=P(A/B).P(B) (1.5)

Priklad 1.2.2

(1.4).



Zjistéte hodnotu podminéné pravdépodobnosti ndhodného jevu A vzhledem
k ndhodnému jevu B z ptikladu 1.2.1.

Reseni:

Hodnotu podminéné pravdépodobnosti zjistime pomoci vysledk ptikladu 1.2.1. Tedy

P(A/B) = P(ANB) _ 0,167
P(B) 0,5

Toto ¢islo vyjadiuje relativni ¢etnost ndhodného jevu A mezi piipady, kdy zaroven

nastal i ndhodny jev B.

=0,33.

Pro vlastni praci s pojmem pravdépodobnost ndhodného jevu je velmi dilezity pojem
nezavislosti nahodnych jeva ( dvojice ndhodnych jevil ). Intuitivné citime, Ze jevy A a B
jsou nezavislé, jestlize vyskyt jednoho neovliviiuje vyskyt druhého ndhodného jevu. Bude
tedy podstatné pro zkoumdani této vlastnosti chovani pravdépodobnosti priniku ndhodnych
jevi A a B . Matematickym vyjadfenim této mySlenky je to, Ze hodnota podminéné
pravdépodobnosti jednoho ndhodného jevu vac¢i druhému musi byt rovna nepodminéné
pravdépodobnosti. Tedy P(A / B )= P( A) nebo velmi podobn¢ P( B/ A ) = P( B ). Odsud
muzeme odvodit i jiny zpsob definice nezavislosti nahodnych jevii A a B :

Definice 1.1

Nahodné jevy A , B (ani jeden neni nemozny ) nazveme nezavislé pravé tehdy , kdyz

P(AN B) = P(A4).P(B) (1.6)

Definici 1.1 o nezavislosti ndhodnych jevi Ize rozsifit na libovolny pocet nezavislych
jevi Ay, Ay, ...,Ax. OznacCime-li C jev, ktery spociva v soucasném vyskytu téchto jevi,
tj. C= AN Ay, N...NAy, potom pravidlo o nasobeni pravdépodobnosti ma tvar

P(C)=P(AN Ay, N...NA) =P(A)) ... P(A)  (1.7)

V tomto piipad¢ ale zddame, aby takovyto vztah platil pro libovolnoupodmnozinu
takovych nadhodnych jevl. Takze naptiklad v ptipad¢ tifi ndhodnych jevi A;, A,Az budeme
pozadovat platnost pro vSechny mozné dvojice nahodnych jevi a pro trojici. Pajde tedy o
celkem 4 rovnosti!

Piiklad 1.2.3

V daném rocniku na gymndaziu, ktery ma 240 zakt bylo hodnoceno v matematické
kompozici znamkou vyborné 30 zakl, v kompozici z ceského jazyka celkem 40 zaku. 5 zakh
bylo hodnoceno zndmkou vyborné z obou kompozic. Zjistéte, zda ndhodny jev byt vyborny
z matematiky je nezavisly na vyborném hodnoceni z ¢eského jazyka.

ReSeni:

Podle vzorce (1.6) nejdiive zjistime piislusné odhady pravdépodobnosti jednotlivych
nahodnych jevl. Pravdépodobnost byt vyborny v matematice je tedy rovna 30 / 240 = 0,125 ;
pravdépodobnost byt vyborny v ¢eském jazyce je rovna 40 / 240 = 0,167; podle uvedenych
udaju je pravdépodobnost byt zarovenn vyborny v obou predmétech rovno 5 / 240 = 0,021.
Zjistime , zda plati vztah (1.6): 0,125 . 0,167 = 0,021 . Oba nahodné jsou tedy nezavislé.

Priklad 1.2.4

Po provedeni prizkumu néazori obcant bylo ve vzorku 1500 lidi odpovédélo 820
respondentli kladn¢ na otazku zda se jejich celkova situace zlepsila . Celkovy pocet muzi
ve vzorku byl 710. Na otdzku zdporné odpovédélo 600 lidi , z toho 300 muzi. Necht A je
nahodny jev celkova situace se zlepsila, B je ndhodny jev celkova situace se nezlepsila, C je



nahodny jev respondent je muz, D je ndhodny jev respondent je zena. Urcete odhad
podminéné pravdépodobnosti P(A/C)aP(B /D).

Reseni:

Abychom ziskali odhad podminéné pravdépodobnosti P(A / C) je nutné podle vzorce
(1.4) postupné zjisti hodnoty P(A NC) a P(C).Nahodny jev ANC obsahuje muze ,u nichz se
situace zlepsila. Celkovy pocet takovychto muzii podle zadani je roven 410 , celkovy pocet
muzu je roven 710, proto P(A nC) = 410 / 1500 = 0,273; P(C).= 710 / 1500 = 0,473.
Pouzijeme — li vzorec (1.4) je P(A/C) = 0,273 / 0,473 =0,577. Pokud budeme pocitat piimo,
tak pocet muzii spliujici nasSe podminky je roven 410 a celkovy pocet muzi je 710 , tedy
pocitejme jesté jednou podminéna pravdépodobnost P(A NC)=410/710=0,577.

Obdobn¢ budeme postupovat i v pripadé vypoctu P( B / D ). Nejdiive ur¢ime pocet
prvkit mnoziny D ( zen ) — ten je roven 1500 — 710 = 790 Zen. Pro vypocet je podstatné
zjisténi poctu prvkti B ND tedy Zen,které nejsou spokojeny. Tento pocet je roven 300. Tedy
pocitejme P(B ND)=300/1500 = 0,2; P(D) =790 / 1500 = 0,523, pro je P(B/D) =0,2/ 0,523 =
0,382. Budeme — li pocitat piimo ziskame tuto hodnotu jako podil 300 a 790.

Piiklad 1.2.5

Zjistéte za predchozich podminek, zda ndhodné jevy A a C resp.B a D jsou nezavislé.

Reseni:

Pouzijeme rovnost (1.6) pro nezavislé nahodn¢ jevy A a C plati
P(A NC)=P(A) . P(C). V nasem piipad¢ je P(A nC) =410/710=0,577, P(A) =820/ 1500
=0,547; P(C) =710/1500 = 0,473. Pokud by méli byt nahodn¢ jevy nezavislé musi platit (1.6)
, ale P(A).P(C) = 0,259. Nahodné jevy A a C nejsou tedy nezavislé.

Postupujme obdobné¢ u ndhodnych jevii B a D. P(B ND)=300/1500 = 0,2; P(D) = 790 /
1500 = 0,523 ; P(B) = 680 / 1500 = 0,453. Zjistéme tedy hodnotu P(B) . P(D) = 0,523 . 0,453
=0,237. Nahodné jevy B a D nejsou nezavislé.



1.4 Véta o upiné pravdépodobnosti a Bayesliv vzorec

Vzorce pro podminénou pravdépodobnost sami o sobé nemaji velky vyznam, jejich
vyuziti pti vypoctech je velmi dilezité praveé pro existenci tvrzeni typu Bayesova vzorce resp.
Véty o Uplné pravdépodobnosti.

Tvrzeni 1.3.1 ( véta o upIné pravdépodobnosti )
Necht’ nahodné jevy {Bi}, kde i=1,...,n jsou navzajem neslucitelné¢ a dale je P(B;)>0.

Necht’ dale pro nahodny jev A plati, ze 4 UBi .Potom

i=l1

P(A4) = iP(A/Bi).P(Bi) (1.8)

Diikaz:
Protoze plati 4 ¢ UBI. , plati tato inkluze 4 — U(A NB,)c 4.

i=1 i=1
Pravdépodobnost je podle poznamky II. na konci této kapitoly monotdni tedy plati

P(4) = Zn:P(A NB)= zn:P(A/B,.).P(B,.) .

Q.E.D.
Pro platnost tohoto tvrzeni je podstatné, ze systém nahodnych jevi B; je vzhledem
k ndhodnému jevu A tplny tj. kazdy prvek mnoZziny A se nachazi v pravé jedné mnoziné B;.

Piiklad 1.3.1

Necht A je ndhodny jev nutnost jist¢ opravy urcit¢ho typu automobilu.
Pravdépodobnost opravy tohoto typu automobilu za ptedpokladu stafi automobilu do dvou let
( ndhodny jev Bj) je rovna 0,1; pravdépodobnost opravy tohoto typu automobilu
za predpokladu staii automobilu od 2 do 7 let ( ndhodny jev B;) je rovna 0,5; v ostatnich
ptipadech ( ndhodny jev Bs ) je rovna 0,75. Pravdépodobnosti, Ze automobil tohoto typu bude
patfit do téchto skupin jsou P(B;) = 0,3 ; P(By) = 0,5 ; P(B3) = 0,2. Zjistéte pravdépodobnost
této opravy tohoto typu automobilu.

Reseni:

Néhodné jevy B; , B, Bs jsou navzdjem neslucitelné a vzdy nastava jen pravé jeden
z nich. Pro vyuziti pfedchoziho tvrzeni je jesté tfeba znat podminéné pravdépodobnosti oprav
v jednotlivych kategoriich stafi automobilu, protoze je ale zname muizeme piimo dosazovat
do vzorce (1.8)

P(A) =P(A/B)).P(B))+ P(A/B,) .P(B,)+ P(A/Bs) .P(Bj3) =
=0,1.0,3+0,5.0,5+0,75.0,2=0,43
Pravdépodobnost opravy je tedy 43 %.

Priklad 1.3.2

V prizkumovém dotazniku byla polozena jista otazka a zkoumala se kladna odpoveéd’
na ni ( ndhodny jev A ). Pravdépodobnost kladné odpovédi u respondenta ve véku maximalné
do 18 let ( nahodny jev B;) je rovna 0,1 ; pravdépodobnost kladné odpovédi u osoby
v reprodukénim véku ( ndhodny jev B,) je rovna 0,3 ; pravdépodobnost u osoby
v postreprodukénim véku ( ndhodny jev Bj) je rovna 0,4. Pravdépodobnosti jednotlivych
nahodnych jevi B; jsou rovny P(B;) = 0,25 ; P(B) = 0,60 ;P(B;) = 0,15. Zjistéte
pravdépodobnost kladné odpovédi v dané spolecnosti.



ReSeni:

Podobné jako v ptedchozim piipadé¢ ovefime, ze ndhodné jevy B, , B, Bjs jsou
navzajem neslucitelné a vzdy nastava jen praveé jeden z nich. Pouzijeme opét vztah (1.8).

P(A) =P(A/B)).P(B))+ P(A/B;) .P(B2)+ P(A/B;) .P(B3) =
=0,1.0,25+0,3.0,6+0,4.0,15=0,265

Pravdépodobnost kladné odpovédi v celé spole€nosti je 26,5%.

Druhym velmi vyznamnym tvrzenim je Bayesova véta , kterd urcuje jakym zptisobem
lze pocitat tzv. podminéné pravdépodobnosti P(B; / A) ndhodného jevu B; za podminky , Ze

nastal ndhodny jev A , jestlize zname apriorni pravdépodobnosti P(Bi) a podminéné
pravdépodobnosti P(A / B;). Presnéji

Tvrzeni 1.3.2 ( Bayesova véta )

Necht’ nahodné jevy {Bi}, kde i=1,...,n jsou navzajem neslucitelné a dale je P(B;)>0.

Necht dale pro ndhodny jev A plati, Ze ACUBi , P(A) > 0. Potom
i=1

P(A/B)).P(B,

P, 1 4= SABIP)

Y P(A/B,).P(B)

i=1

(1.9).

Diikaz:

Podle podminek tvrzeni ma P(B; / A ) smysl. Vyuzijeme vztahy (1.4) a (1.8.). Citatel
ve zlomku (1.4) je roven P(B; N A), coz je podle (1.5) rovno pravé P( A / Bj) . P( Bj).
Jmenovatel ve zlomku (1.9) zjistime pfesn¢ podle tvrzeni 1.3.1 .

Q.E.D.

Pravdépodobnosti hypotéz pied provedenim nahodného pokusu P(B;) se nazyvaji
pravdépodobnosti a priori a pravdépodobnosti hypotéz po provedeni nahodného pokusu
P( B;j/ A) se nazyvaji pravdépodobnosti a posteriori .

Priklad 1.3.3

Jeden ze tii stfelct vystieli a zasdhne cil. Pravdépodobnost zasahu pii jednom vystielu
je pro prvého stfelce 0,3 , pro druhého stielce 0,5 a pro tretiho stielce 0,8. Urcete
pravdépodobnost, Ze stfilel druhy stielec.

ReSeni:

Oznac¢ime postupné A; — ndhodny jev zasahl 1. stielec; A, — ndhodny jev zasdhl
2. stielec; A3 — ndhodny jev zasédhl 3. stfelec . Ozna¢me dale jako nédhodny jev A cil byl
zasazen. Jisté plati P(B /A, ) =P(B /A, ) =P( B /A3 ) = 1. Chceme vypocitat P( B,/ A ), tedy
podle (1.9) je

P(B,/ 4)= 1.0,5 0,5

1.0,3+1.0,5+1.0,8 1,6

Priklad 1.3.4

Vyrobce barometrli zjistil testovanim velmi jednoduchého modelu, Ze obcas ukazuje
nepiesné. Za destivého pocasi ukazuje v 10% jasno a za jasného pocasi ukazuje dest’ ve 30%
piipadu.

V zafi je u nas zhruba 40% dni destivych. Predpokladejme, Ze barometr ukazuje dne
28.9. na destivo. Jaka je pravdépodobnost, ze bude skutecné prset ?

ReSeni:

Pokusime se provést feSeni této tlohy pomoci grafické metody, znazornime vSechny
moznosti do tzv. Vennova diagramu.

=0,3125.




Obrazek 1.3

Na barometru jasno Na barometru

destivo
60% .
42% 18% Skute¢né jasno
0,
40% 4%, % Skutecné destivo

Budeme — li tedy vychdzet z obrazku 1.3 bude pravdépodobnost , ze skute¢né prsi
za predpokladu, barometr ukazuje dést’ rovna podilu 0,36 /0,4 =0,9.
Odpovéd: Hledané pravdépodobnost je rovna 90%.

1.5 Teoretické zaklady teorie pravdépodobnosti

V této c¢asti vybudujeme teoreticky aparat teorie pravdépodobnosti , postupné
zavedeme rigordézné vSechna zakladni tvrzeni a definice.

1.5.1 Klasicka pravdépodobnost.

Definice 1.5.1.1

Necht mnozina Q+( a kone¢na. Potom tuto mnoZinu nazveme zdkladni mnoZinou .

Poznamka 1.5.1.1

Pro ptipad tzv. geometrické pravdépodobnosti budeme ptedpoklddat, Ze mira
(tj. délka, plocha, objem ) mnoziny Q je kone¢na a Q+Q.

Podobné jako v ¢asti 1. této kapitoly zavedeme pojem ndhodného jevu.

Poznamka 1.5.1.2

V souladu s predchozimi c¢astmi je mnozina Q rovna mnozin¢ vSech moznych
vysledki nahodného pokusu.

Definice 1.5.1.2

Necht je Q zakladni mnozina. Potom libovolnou podmnozinu A mnoziny Q2 nazveme
nahodnym jevem ( v pfipadé¢ geometrické pravdépodobnosti musi byt tato podmnozina
méfitelnd ). V pfipadé , Ze je mnozina A jednoprvkova nazyvame ji téZ elementadrnim
nahodnym jevem.

Poznamka 1.5.1.3

Pojem elementarniho ndhodného jevu budeme posléze definovat obecnéji v Casti
abstraktni teorie pravdépodobnosti.

Tvrzeni 1.5.1.1

Mnozina A vSech ndhodnych jevii mé nasledujici vlastnosti :

a) Je neprazdna — obsahuje jev nemozny - ; obsahuje jev jisty - Q

b) Jestlize A, B jsou ndhodné jevy , potom A U B a A N B jsou ndhodné jevy
c) Jestlize A je nahodny jev , potom jeho dopln€k Q \ A je také ndhodny jev
Dukaz tohoto tvrzeni je ziejmy.



Abychom mohli zadit redln¢ pracovat s ndhodnymi jevy je jeSté nutno zavést pojem
pravdépodobnosti.

Definice 1.5.1.3
Necht' Q a A maji vyznam pifedchozich definic. Potom pro libovolny nédhodny jev
A€ A definujeme nasledujici funkci P
card(A)
Card(Q)
( Card(A) je funkce udavajici pocCet prvki mnoziny A ). Tuto mnozinovou funkci
nazveme pravdépodobnosti nahodného jevu A.

(1.10).

Tvrzeni 1.5.1.2
Pravdépodobnost ma nasledujici vlastnosti:
a) Pro vSechny ndhodné jevy A plati
0<PA)=1 ( omezenost pravdépodobnosti )
b) Necht’ pro ndhodné jevy A, B plati A N B = () ( takové ndhodné jevy nazyvame
neslucitelné ). Potom
P(AUB)=P(A) +P(B) (aditivita pravdépodobnosti )
¢) Necht A je ndhodny jev a Q\ A jeho dopln¢k potom
P(Q\VA)=1-P(A) ( vlastnost doplitku )
d) P(@®)=0aP(Q)=1.
Diikaz :
Proved'te samostatné¢ dosazenim piimo do vztahu (1.10).
Tvrzeni 1.5.1.3
Vlastnosti pravdépodobnosti:
a) Pro libovolné ndhodné jevy A a B plati P(AU B)+ P(An B)= P(A)+ P(B)
b) Pro libovolny ndhodny jev A plati P(A4)=>0
¢) Pro libovolny ndhodny jev A plati P(4)<1
d) Pro libovolny ndhodny jev A plati P(QQ\ A) =1—-P(A)
e) Necht A,B jsou ndhodné jevy takové, ze A c B. Potom P(A4) < P(B)
Dukaz:
Necht’ | X| oznacuje pocet prvkli mnoziny X.
a) lJisté plati |AUB| + |ANB| =|A| + |B|, jestlize tento vztah délime |(}| dostavame a).
b) Protoze |A| = 0, je b) zfejmé
c) ProtoZe |A| < Q) plati jisté 1 Cast c) tvrzeni
d) Pro tento vztah pouzijeme cast a) . (Q\A)NA=C a P(J)=0. Z ¢asti a) tedy
pfimo vyplyva nase tvrzeni.
e) Zauvedenych podminek je jisté¢ |A| < |B|. Odtud jiz vyplyva dokazovany vztah.

Priklad 1.5.1.1

V kosi je 30 listka , 20 je bilych a 10 Cervenych. Jaka je pravdépodobnost, Ze dva
vylosované listky ( listky nevracime ) budou bily a cerveny ?

ReSeni:

Provedeme podle vztahu (1.10). Pocet v§ech moznych dvojic tazenych listkll je dan
vyrazem (32); pod&et viech ptiznivych variant je d4an souc¢inem 20 . 10. Tedy skute¢na

10.20 200 200
ravdépodobnost je rovna P = = = =0,4598.
provesp ! ()~ 300 1529

2128l




Priklad 1.5.1.2

Z bézné sady 32 hracich karet vytdhneme 4. Jaka je pravdépodobnost, Ze :

a) Budou obsahovat aspon jedno eso

b) Budou obsahovat nejvyse dvé cervené?

ResSeni:

Pro obé& varianty je po¢et viech moznych vytazeni 4 karet z 32 roven (3i )= 35 960.

a) Priklad vyfeSime nejprve pro doplikovy jev ( tedy tdhneme 4 karty neobsahujici
7adné eso ). Podet piiznivych variant pro tento piipad tedy je (zﬁ) =20 475. Tedy
pro nas piipad je pocet pfiznivych vytazeni roven 35960 — 20475 = 15 485.

Hledand pravdépodobnost je tedy P = 15485 =0,4306.

35960
b) Piiklad rozdélime na celkem tfi moznosti — obsahuji 0,1,2 Cervené. Pro pocet 0

¢ervenych je celkovych moznosti (22) =10 626 ; pro pocet 1 cervené je celkovych
moznosti (?)(2‘3‘):16 192; pro pocet dvou &ervenych (§ )(2‘2t )=7 728. Celkové je

tedy pfiznivyjch moznosti 34 546. Hledana pravdépodobnost je rovna

P= 34546 _ 0,9607 .
35960

Stejné jako v predchozi ¢asti mizeme zavést pojmy podminéné pravdépodobnosti,
nezavislosti ndhodnych jevl, tvrzeni o Uplné pravdépodobnosti a Bayesovu vétu.
Jejich diikazy jsou provadény stejnym aparatem, jako tvrzeni predchozi casti.

Definice 1.5.1.4

Pod pojmem pravdépodobnostni prostor budeme uvazovat trojici {Q, R, P}, ktera ma
vlastnosti z predchozich definic.

Definice 1.5.1.5
Necht’ {€, A, P} je pravdépodobnostni prostor . Systém {X,}, , prvkd z A se nazyva

systémem nezavislych ndhodnych jevil, jestlize pro libovolné i,i,,...,i, €I plati
P4 N4 N..0A4 )=P(A4)NPA)N...0nP(4) .

Poznamka 1.5.1.4

V definici nezavislosti miize byt indexovd mnozina I 1 nespocetnd, podstatné je , Ze
predchozi priniky provadime ptes libovolné kone¢né podmnoziny mnoziny I.

Tedy jestlize P(B) > 0 a ndhodné jevy A , B jsou nezéavislé potom P(A/B)=P(A)!

1.5.2 Abstraktni axiomaticka ( Kolmogorovova ) pravdépodobnost.

V této Casti vymezime axiomaticky jak obecnou pravdépodobnost, tak i vlastnosti
mnoziny nahodnych jevii. Na téchto zékladech je pak mozno budovat dalsi pojmy
teorie pravdépodobnosti , jak bude ukdzano v dalsich kapitolach. Historicky proved]
tuto konstrukci Rus Kolmogorov v 20 — tych letech minulého stoleti. Proto se tento
ptistup n€kdy nazyva Kolmogorovova abstraktni pravdépodobnost. Takto vytvotrena
abstraktni teorie jiZ nemusi nutné pracovat s koneCnymi mnoZinami a také pojem
pravdépodobnosti je mozno znacné rozsifit. Nejdiive vymezime podobné jako v Casti
1.5.1 zakladni mnozinu.

Definice 1.5.2.1

Necht Q #Q. Potom tuto mnozinu nazveme zakladni mnoZinou.

Definice 1.5.2.2

Necht Q je zékladni mnozina. Potom systém mnozin A , spliujici nésledujici

vlastnosti :



a) @, Q e A (neprazdnost systému A )
b) Ae ZA=>Q)\ A € A (vlastnost doplnku )

¢) Necht' {4,}7,jsou prvky systému & po dvou neslucitelné ( A; N A; = @, kdykoli

1 #j ) potom také UA; € A ( vlastnost aditivity ),

i=1

se nazyva o - algebra zalozena na mnozing Q.

Piiklad .

1. Nejuzsi o - algebrou na mnozin€ Qje A={Q,Q}

2. Nejsirsi o - algebrou na mnozing € je A = exp(£2).

3. Dokazte nasledujici tvrzeni : Necht S je libovolny systém podmnozin na Q ,
potom existuje pravé jedna o - algebra na mnozin¢ €2, kterd obsahuje S a je
nejmensi ve smyslu inkluze.

4. Na zékladé platnosti ptedchoziho tvrzeni je mozno provést konstrukci o - algebry
na mnoziné Q = R; (Q = Ry ), kde za mnozinu S z predchoziho tvrzeni vezmeme
mnozinu vSech otevienych intervalti v R; ( resp. jejich soucini v Ry ). Tato o -
algebra hraje velkou roli vteorii integralu a miry, ale také v teorii
pravdépodobnosti. Nazyva se Borelova o-algebra. Kazdy jeji prvek je potom
nazyvan Borelovskou mnoZinou.
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Poznamka 1.5.2.1
Pokud je splnéna ptfedchazejici podminka c) jen pro koneéné mnoziny , nazyvéa se
takovy systém mnozin konecna algebra.

Definice 1.5.2.3
Necht’ Q je zédkladni mnozina, A je o - algebra zalozena na mnoziné Q. Potom tento

systém A nazveme mnoZinou nahodnych jevii na mnozing Q.

Tvrzeni 1.5.2.1
Necht’ & je mnozina ndhodnych jevli na Q. Potom :

a) Necht’ {4,}, jsou prvky & , potom také ﬂAl. € A,

i=1

b) Necht A,BeA > A\Be &
Dukaz:

a) Na zaklad¢ d’Morganovych zakonl plati : Q\nAl. :U(Q\Ai ); na zakladé

i=1 i=1

pravidla o doplitku a pravidla o aditivité z definice 1.5.2.2 je ﬂAi € A,

i=1

b) A\B=AN(Q\B), podle pfedchozi ¢asti je vysledek priniku prvkem A.
Definice 1.5.2.4
Necht' Q je zékladni mnozina, & je o - algebra zalozend na mnozin¢ 2. Potom

pravdépodobnosti na mnozin¢ € nazveme zobrazeni P : & - R; s nasledujicimi

vlastnostmi :
a) P(Q)=1;P(®)=0 (nenulovost aspoii na jednom prvku A )

b) 0<P(A)=<1,provsechna A € # ( omezenost pravdépodobnosti )



c) Jestlize { A; } je spocetny systém po dvou disjunktnich ( neslucitelné ndhodné

jevy ) mnozin , potom P(U A)= ZP(Ai) ( o - aditivita ).

Trojici (., #, P ) budeme nazyvat pravdépodobnostnim prostorem .

Uved’'me dale ptiklady nékterych pravdépodobnostnich prostort:

L. ) konecnd mnozina , & = exp ({1) ( mnoZina vSech podmnoZin mnoZiny (1 ),
P4y =T priiiad Klasické pravdépodobnosti,
card
II. Q libovolnd neprazdna mnozina, & libovolna o - algebra na mnozin¢ (2, xo €€,
Lx,e4 . 5 o 5
P(A) = 0 Takovéto pravdépodobnosti fikame pravdépodobnost
Xy &

soustiedénd v bod¢ x¢ . Tento pojem muzeme zobecnit pro piipad libovolné
podmnoziny mnoziny €2, ktera je zaroven nahodnym jevem.

II.  Q libovolna neprazdnd mnozina realnych ¢isel Ry , necht’ je déale 2 méftitelna
( ve smyslu napt. lebesgueovské miry ) s mirou kladnou. Ozna¢me symbolem
A o - algebru vSech podmnozin mnoziny (), které jsou méfitelné. Definujme

pravdépodobnost na mnozing (2 jako P(A) = %, kde u( .) je dand mira.
Y7

Tvrzeni 1.5.2.2 ( o vlastnostech pravdépodobnostina (Q, A, P))
Necht' A, B € # . Potom plati :

1. P(A)+P(B)=P(AUB)+P(ANB) (1.11)
( subaditivita pravdépodobnosti )
2. P(Q\A)=1-P(A) (1.12)

( chovani vzhledem k dopliiku )
Necht A,Be # aB c A . Potom
3. P(A)=P(B)-P(A\B) (1.13)
4. P(B)=<P(A) (1.14)
( monotonie pravdépodobnosti )
Necht’ A, , B, € #, dale necht plati A, C Ayt1, By 2 Buii( n=1,2,...). Potom plati

S. P(U A )=1imP(A4,) ( polospojitost zdola ) (1.15)

n=1

6. P(an) =1imP(B,) ( polospojitost shora ) (1.16)
nel n—w

Dukaz:

1. Mnozinu A miZeme napsat jako sjednoceni disjunktnich mnozin takto
A=(A\B )U (A NB), podobné¢ pro mnozinu B=(B\A )U (AN B). Podle
vlastnosti ¢) z definice 1.5.2.4 je P(A) = P(A\ B ) + P(A N B ) , déle také
PB)=PB\A)+PANB).AUB=(A\B)U(ANB)U(MB\A), viechny
jeP(AUB)=P(A\B)+P(ANB)+PB\A). Slozenim vSech uvedenych vztahi
ziskavame (1.11).



2. Tento vztah vyplyva z 1. volbou A, B =  \ A. Po dosazeni piimo do (1.11)
ziskdme piimo vztah (1.12).

3. Provedeme opét rozklad mnoziny A na disjunktni podmnoziny , A=(A\B ) UB.
Proto plati P(A) =P(A\ B) + P(B) , tedy plati (1.13).

4. Protoze nutné plati P(A\B ) = 0, vyplyva z (1.13) ptimo vztah (1.14)

5. Podobné¢ jako v predchozich Castech tvrzeni se pokusime pievést obecné sjednoceni
mnozin A, na sjednoceni mnozin po dvou disjunktnich a pouzijeme vlastnost ¢) a

predchozi  dokézané vztahy . Tedy |J4,=4,U(4,\4)U(4;\4,)U...
n=1

P(U A)=P(A)+P(A,\A4)+P(4,\4,)+..., vzhledem k vlastnosti (1.13) plati
n=1

P( Apt1 \ Ap ) = P(Ap+1) — P(Ay). Dosadime — li  tedy tento vtah do vySe uvedené
rovnosti je P(U A ) =lim(P(4,)+ P(4,)—P(A4)+...+ P(4,,,)—P(4,))=limP(4,.,,) .

n=1

6. Vztah (1.16) dokadZeme piimo z pfedchozi ¢asti , protoze Q \ B, € Q \ B,;; a déle je
P((\B,) =P\ J@\B,)) =1-P( J(Q\B,))=1-limP(Q\B,) =

=1-lim(1- P(B,)) =limP(B,) .
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