3. Charakteristiky a parametry nahodnych veli¢in

Ukolem této kapitoly je zavést pomocny aparat , kterym budeme déle popisovat
pomoci jednoduchych prostfedkii ndhodné veli¢iny. Takovymto apardtem jsou tzv. parametry
nebo charakteristiky ndhodné veli¢iny. Obecné je délime na parametry polohy a parametry
variability.

3.1 Median a kvantily

Definice 3.1
Necht’ X je ndhodna veli¢ina a F je jeji distribuéni funkce. 100p% kvantilem této
nahodné veli¢iny nazveme ¢islo x, takové, ze pro dané p € (0, 1) je

F(xp)<p A lim F(x)>p. (3.1)
Neékteré kvantily maji specidlni oznaceni:
x= (.5 wevvrsnsesesessnsseint et median — 50% kvantil
X205 weeenvreennureenneeenteeeateeeantee s teesehreesbeeenneeas dolni kvartil — 25% kvantil
X075+ +eveenseeenseenseeenseenseenseennseenseeaseenseesseenneeenne horni kvartil — 75% kvantil
X, k=L2,.09 k — ty decil

10
X, k=12,..,99 k — ty percentil

100
Poznamka 3.1
Piedchozi charakteristiku budeme vyuzivat pfedev§im v matematické statistice.
Piiklad.
Necht X je ndhodna veli¢ina typu Bi(30;0,4). Jde tedy o binomické rozdéleni
s parametry n=30 a p=0,4. Podle pfedchozi ¢asti miizeme zjistit jednotlivé kvantily:

Kvantily
10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80%  90%
9 10 11 11 12 13 13 14 15
Dolni kvartil je v tomto ptipad¢ 10 a horni kvartil je 14.

Priklad .

Zjistéme hodnoty ptislusnych kvantili rozdéleni N(0,1).
5% 10%| 15%| 20%| 25%| 30%| 35%| 40%| 45%| 50%| 55% 60%| 65%| 70%| 75%| 80%| 85%| 90%| 95%
-1,64| -1,28| -1,04| -0,84 -0,67| -0,52| -0,39 -0,25 -0,13| 0,00 0,13 0,25 0,39| 0,52 0,67| 0,84 1,04 1,28 1,64

3.2 Modus

Definice 3.2

Necht' X je diskrétni nahodna veli¢ina. Potom bod xnazveme modusem nahodné
veli¢iny X, jestlize pro n¢j plati

P(X=x)2P(X=y), y#x. (3.2)

Necht’ X je spojita nahodna veli¢ina s hustotou f . Potom bod x nazveme modulem
nahodné veliiny X, jestlize pro n¢j plati

fx)=f(x), x#x. 3.3)

V ptipad¢ diskrétni ndhodné veli¢iny je modusem nejéetnéjsi hodnota, v ptipadé
spojit¢ nadhodné veli¢iny hodnota ,v niz je hustota maximalni. V ptipad¢ , ze takovéto
moznosti nastavaji ve vice nez vjednom bod¢ , jsou vSechny takové body prohlaSeny
modusem nahodné veli¢iny X.



Piiklad
Modusem ndhodné velic¢iny N(0,1) je hodnota 0, nebot’ v této hodnoté nabyva hustota

, C o qixs . 1
nahodné veli¢iny maximum —.

2z

Modusem nahodné veli¢iny Bi(10;0,7) je nejc¢etnéjsi hodnota tedy modus je roven 7.

3.3 Stredni hodnota nahodné veli¢iny

vvvvvv

studiich, proto se jim budeme zabyvat obsirnéji.

Definice 3.3

Necht’ X je nahodn4 veli¢ina. Rekneme , Ze tato nahodna veli¢ina ma stiedni hodnotu
E(X) , jestlize absolutné konverguje fada resp. existuje integral:

in PX =x)= in. p,» diskrétni nahodna velicina
i=l i=1

E(X)= (3.4)

I x.f(x)dx,  spojitda nahodnavelicina

—00

Konvergence fady resp. existence integralu v (3.4) je podstatna!
Véta 3.1
Vlastnosti stfedni hodnoty ndhodné veli¢iny

1. Necht' X je ndhodna veli¢ina typu konstanta k. Potom jeji stfedni hodnota
E(X) existuje a je rovna hodnoté k.

2. Necht' X je nahodna veli¢ina , ¢ > 0. Necht déle existuje E(X) . Potom
nahodna veli¢ina ¢.X ma4 stfedni hodnotu ¢ . E(X)

3. Necht’ X je ndhodna veli¢ina , necht’ dile X = 0 . Potom E(X) = 0.

4. Necht’ X, Y jsou ndhodné veli¢iny , necht’ existuje E(X) a E(Y). Potom ma
nahodna veli¢ina X + Y stfedni hodnotu E(X) + E(Y) .

Diikaz:

1. Protoze nahodna veliCina je konstanta, plati P(X=k) = 1. Tedy existuje jiste i

soucet (3.4)ajeroven E(X)=k.1=k
2. Jisté tvrzeni plati pro pfipad c=0. Necht tedy ¢ # 0. VySetiujme nejdiive piipad

diskrétni ndhodné veliciny:
a) Nahodna veli¢ina nabyva postupné hodnoty x; , Xz , ...s pravdépodobnostmi
pi, P2, .... Tedy ndhodna veli¢ina ¢.X nabyva hodnoty c.x; , ¢.Xa, ...

s pravdépodobnostmi p; , p», ...Protoze fada Zx,, .p; konverguje absolutné prave
kdyz konverguje fada Zc.xi. D= c.z x,.p, adale

E(c.X)= Z(c.xi).p,. = C.in.p,. =c.E(X)

b) Spojita ndhodna veli¢ina , ¢>0. Necht F je distribu¢ni funkce ndhodna veli¢ina
X a fje jeji hustota. Necht’ G je distribu¢ni funkce ndhodné veliCiny c.X a g je jeji
hustota. Potom plati

G(x)= P(c.X <x)=P(X <X)= j fydt=F() = j fSay . (3.5)
C e C e C



Ze vztahu (3.5) jsou vidét rovnosti G(x) = F (E) A gx)=f [zjl . Tedy dale
c c)c
E(cX)= j xf( J dx = Tc.v.f(v).cdv = ch.f(v)dv =c.E(X).

Necht’ ¢<0 potom plati

j:l—P(Xsfjﬂ— j f(0)dt :Tf(t)a’t:
c e x

c

Pt

Ze vztahu (3.6) jsou vidét rovnosti G(x) =1- F(%) Ag(x)= (—1)%. f Gj . Tedy

E(c.X)= Tx(_—lf (EDJ = Tc.v. (_—l.f(v)j.cdv = C.T v.f(v)dv=c.E(X).
c c c o

—00 +00

G(x)=P(c. X <x)= P(X >

o | =

3. Diikaz provedeme opét samostatné pro diskrétni a spojité nahodné veliciny. Necht
tedy X je diskrétni ndhodna veli¢ina , kterd nabyva hodnoty x;, X5, ...s
pravdépodobnostmi py, p2, ..., protoze X=0 jsou i hodnoty x; nezaporné. Tedy
E(X)= le. .p, 2 0. Necht je dale X ndhodna veli¢ina spojitd s hustotou f, podle

0
podminek plati P(X <0)=0=F(0)= .[ x.f(x)dx = J.x.de . Tedy hustota

nahodné veli¢iny X je na mnozin¢€ zépornych ¢isel rovna nule. Odtud tedy

+00 +0
E(X)= j t.f(t)dt = j t.f(£)dt >0, nebot hustota f je nezaporna podle véty 2.8.
—o0 0
4. Ditkaz tohoto tvrzeni je uveden v monografii [2].
Q.E.D.
Poznamka 3.1
Vlastnost 2. v pfedchozi vét€ se obecné nazyva homogenita, vlastnost 4. aditivita,
dohromady tyto dv¢ vlastnosti nazyvame linearitou. Vlastnost 3. se nazyva
nezapornost zobrazeni. Kazdé zobrazeni do prostoru R; nazyvame obecné

funkcionafem. Stfedni hodnota jako zobrazeni £: N — R, ,N je prostor ndhodnych
velicin, je tedy linearni a nezadporny funkcionatr na mnoziné nahodnych veli¢in, které
maji stftedni hodnotu.
Poznamka 3.2
V ptedchozi vété jsme se omezili jen na ptipad spojitého a diskrétniho rozdéleni.
Naznacime dale, jak bychom mohli sjednotit pojem diskrétniho a spojitého rozd¢leni
v jeden pojem. Nejdiive pfipomenime funkci y, - charakteristickd funkce mnoziny A,
definovanou nasledujicim predpisem:
0,x¢ A
ILxe A

Vsimnéme si, ze y, je pro A € A ndhodnou veli¢inou. Jestlize vytvotime

XX (3.7)

X = Zx,. X4 » LAi } je uplny rozklad mnoziny ), Aj € 8, pro vSechny indexy i, pak

i=l1



muzeme o takto definované nahodné veli¢in€ hovoftit jako o spojité nahodné veli¢ing.
Ptesny postup je uveden v monografii [2] nebo v [1].

Véta 3.2

Zobecnéné vlastnosti sttedni hodnoty

Necht E je stfedni hodnota definovana v definici 3.3. Potom je E nezaporny , linedrni

funkcionaf na Al. Navic je spojity zdola a shora tj.
X, XeX, NXX,/ X)=
E(X,)NE(X)(E(X,) 7 E(XY)
Diikaz:

Vlastnosti plati samoziejmé za predpokladu existence stfedni hodnoty . Nezapornost a
linearita vyplyvaji z véty 3.1. Budeme dale dokazovat spojitost zdola a shora. Bez

jmy na obecnosti Ize predpokladat, ze X, \v0, m =max {X 1} . Potom plati pro
vSechnaneNa >0 :0<X <m. Xx,2e) € Podle vlastnosti nezépornosti stfedni
hodnoty je 0< E(X,) < E(m.;([X . +5) =mP(X,2¢)+¢,ale

P(Xn > 8) — 0, protoze X, "\ 0. Z predchoziho vyplyva, ze E(Xn ) N\ 0. Odtud jiz
vyplyvaji ob¢ tvrzeni. Pti diikazu jsme vyuzili tvrzeni, Ze pro A € A je y, = P(A).
Dokazte jej.

Q.E.D.

Ptiklady na stanoveni stfednich hodnot ndhodnych veli¢in uvedeme v dalsi kapitole.
Bez dikazu uvedeme dilezité tvrzeni.

Véta 3.3
Necht' X je ndhodna veli¢ina a g:R; ->R; je spojita funkce. Potom g o X je ndhodna

veliina, kterd ma stfedni hodnotu pravé , kdyz existuje integral I ‘ g (t)‘ f(t)dt. Dale

—00

je E(goX)= [ g(0)./ (ar.

Dikaz:
Proveden napftiklad v [1],[2].

3.4 Rozptyl nahodné veli¢iny
Definice 3.4
Necht’ X je nahodna veli¢ina , pro kterou existuje stfedni hodnota. Jestlize ma nahodna
veli¢ina (X — E(X))* stfedni hodnotu , potom
VAR(X)=E(X —E(X))’ (3.8)
nazveme rozptylem nahodnd velitina X. Cislo o(X)=.VAR(X) se nazyva
smérodatna odchylka ndhodna veli¢ina X.

Véta 3.4
Vlastnosti rozptylu ndhodné veli¢iny
Necht ndhodna veli¢ina X ma rozptyl VAR(X). Potom:
1. VAR(X)=EX?) - (E(X))* (3.9)
2. Necht déle a € R, potom
VAR(a.X)=2a’. VAR(X) (3.10)



3. Necht' b € R;, potom
VAR(X +b )= VARX) (3.11)
Dikaz:

1. VAR(X) = E((X —E(X))z) - E(X2 2X.E(X)+ (E(X))z) - E(X?)-
~E(2.X.E(X))+ E((E(X))z) = E(X?)-2.E(X).EQX) +(E(X)) =

= E(X?)-2.(EQ)) +(EQ)) = E(X?)~(E(X))’, pfi dikazu jsme vyuzili
linearitu stiedni hodnoty , uvedenou ve véte 3.1.
2. Jestlize existuje VAR(X) , potom musi existovat také VAR(a.X). Podle ptedchozi

Casti stadi zjistit ovéfit existenci E(a.X)a E ((a.X )2) , ale tyto stiedni hodnoty

existuji vzhledem k vlastnostem stfedni hodnoty a existenci E(X)a E (X 2) .
Vyuzijeme déle vztah (3.9) a je
VAR(@.X)= E((a.X)')(E(aX)) = E(a’ X*)~(a.E(X)) =

= E(X*)=a  (E(X)) =a’ (E(X*)~(E(X)) )=’ VAR(X)

3. Podobné¢ jako v pfedchozi ¢asti, jestlize existuje VAR(X) , potom existuje i
VAR(X+b). Proved'me vypocet VAR(X+b) ptimo podle definice (3.8):

2

VARCX +b) = E(((X +b)=E(X +b)) )= E(X +b—E(xX)-b) =

= E(X —E(X)) =VAR(X)

Q.E.D.

Nékteré dalsi vlastnosti rozptylu ndhodnych veli¢in budeme vysetfovat v kapitole
vénované nezavislosti ndhodnych velicin.

Uvedeme jeste nekteré dalsi typy charakteristik ndhodnych veli¢in. Ptiklady na
vypocet takovychto ¢isel ponechame na zavérecnou cast této kapitoly.

3.5 Momenty nahodné veli¢iny

Definice 3.5

Necht’ X je ndhodna veli¢ina , k € N. Potom ¢islo :

Lo (X)=E(X*) (3.12)
nazveme k-tym momentem nahodné veli¢iny X, pokud existuje.

2 v, (X)=E((x-E(x)) ) (3.13)

nazveme k-tym centralnim momentem nadhodné veliCiny X, jestlize uvedeny vyraz
existuje

3, 5,6()()=M (3.14)

k
[o(x)]
nazveme K-tym normovanym momentem nahodné veli¢iny X, maji — li vSechny
vyrazy smysl
4. Specieln¢ 3. normovany moment nazyvame koeficient Sikmosti nahodné veli¢iny
X
o, (X) = 5,(X) (3.15)



5. Specielné dale uréujeme koeficient Spicatosti nahodné veli¢iny X jako
a,(X)=0,(X)-3 (3.16)

3.6 Vypocet stredni hodnoty a rozptylu nékterych zakladnich typu
nahodnych veliéin
Diskrétni nahodné veli¢iny

3.6.1 Degenerované rozdéleni

a) EX)=x0.1=%¢;
b) VARX)=x¢".1—-(x0)’=0

3.6.2 Alternativni rozdéleni
a) E(X)=x.p+x,(1-p),
b) VAR(X)= (xlz.p —i—xi.(l—p))—(xl.p—i—xz.(l—p))2 ,
Je —li specielné x; = 1 a x, = 0 je potom
a) EX)=p
b) VARX)=p.(I-p)=p.q

3.6.3 Binomické rozdéleni

n ) ) n _1 ) )
a) E(X)= Zi.((’:j.p’.(l —p)”’j = n.p.Z(?_I].p’l.(l -p) =

pZ( : J pla=p)y zn.p.(p+(1—p))n_l =n.p

b) VAR(X)zZ(i—n.p)2 ( Jp (-p) " =n*p 1"—2anz{Jp (d-p)~" +

i=0 i=0

n

i =y =n? g =2 p At Y — (= pyi =
Z (Jp( p) p p'+np ;(l._z)!.(n_i)!p( p)

-2 ,
j P (A=p) " P =np-np =np(-p)=npg

=np-n'.p’+n(n-1).p’ Z( 9

3.6.4 Poissonovo rozdéleni

a) E(X)= Zz ll_z.e-*(zljj dete = A

j=0 J
g A Qe Ae? /11 *
b)VAR(X)=;(z— ) _/122 : —2/121 . 2012

l! i=0 . i=0

=120 +e A (iz (/1"11)'):/12_2_/12 +et A (Z(]-f-l) —J
1 !




=2
247+
o
A (
A
.el
_l’_
eﬁ.
)=
-2
A?
+
12
_l’_
A
=1



Spojité nahodné veli¢iny

3.6.5 Rovnhomeérné rozdéleni

a+b
2

a) E(X)= j x.f(x)dx = j

—00

—00

2 2 2
:l.(a2+a.b+b2)—[a+bj _a ab+b
3 2 12

b) VAR(X):ijixz-f(x)dx_(j?x'f(x)dxj :!xz'biadx_(a;bj =

3.6.6 Cauchyho rozdéleni

a) E(X)= J.x f(x)dx = J. %‘az a ~dx, posledné psany integral ale neexistuje .

+Xx

—00 —0

Proto neexistuje ani stfedni hodnota tohoto rozd¢leni
b) ProtoZe neexistuje sttedni hodnota , nemuze existovat ani rozptyl.

3.6.7 Normalni rozdéleni
a)

oo (x-u) substituce ., { :
E(X)= jxf(x)dx j G\/_ o 20 gy x-p_ = I(o-.t+y).0 — 2 odt =

o

+o0 1 2 ﬁ
=o.|t e >.odi+ e rodt=0+ul=
[ o] =
(x-u) substituce

b) VAR(X) = j(x 1) f(x)dx = j(x 1)’ Grew de=x—y =

=t
o

400 t

r I
= J. o-.tz.\/zlf.e 2 odt —02%{]1v1m [—t.e 2 }+ _[ e 2dt} = 02.%.{0+\/2.7f} =
/4 T -® s T

—00

2
=0
Je ztejmé , Ze stfedni hodnota rozdéleni N(0,1) je tedy rovna 0 a rozptyl tohoto
rozdéleni je roven 1.



3.7 Smisené momenty nahodnych veliéin
V této ¢asti se zamétime na pripady, kdy je nutno vySetfovat vice nahodnych veli€in,
které jsou spolu spojené v ndhodném vektoru bud’ pomoci sdruzené hustoty nebo pomoci

sdruzené pravdépodobnostni funkce.
Definice 3.6

Necht X = (X, X3,...,Xs ) je ndhodny vektor. Necht’ dale X'.X?,.., X" kder; =0

aZr[ =r, je nadhodn4 veliCina , kterd mé stfedni hodnotu. Potom smiSenym momentem r —
i=1

tého Fadu ndhodnych veli¢in X, , X5 ,...,X, nazveme hodnotu £ (X D, ¢S, ¢ ) .
Poznamka 3.3
a) V ptipad€ , ze ndhodny vektor X = (X; , X5 ,...,X, ) je diskrétni se sdruZenou
pravdépodobnostni funkci P , hodnota smiSeného momentu r — t¢ho fadu rovna :
E(X] X}, X! )= Z X2 x P(X, =%, X, =Xy, X, =x,)(3.17)
v uvedeném souctu séitéme samoziejme pres vSechny mozné n — tice, v nichz je
sdruzena pravdépodobnostni funkce nenulova.

b) V ptipad¢ , ze ndhodny vektor X = (X; , X3 ,...,X, ) je spojity se sdruzenou
hustotou f je hodnota smiSeného momentu r — tého ftadu rovna
E(Xl"‘.Xf,. I J.xl‘.xgz...x;”.f(xl,xz,...,xn)dxldxz...dxn (3.18).

Sdruzené¢ momenty nahodnych veli¢in budeme vySetfovat predevsim v situacich, kdy
je nutné zkoumat vliv jednotlivych ndhodnych veli¢in ( prvkd ndhodného vektoru ) na sebe.
Toto zkoumani budeme provadét piedevSim v nasledujici kapitole a potom dale
v matematické statistice.

Bez diikazu nyni uvedeme dv¢ véty, které nam dévaji potenciondlné moznost pocitat
nejen vyse uvedené smiSené momenty, ale zaroven odivodiuji zplisob vypocth nékterych
obecnych charakteristik nahodnych veli¢in.

Véta 3.5

Necht X = (X, X»,...,X; ) je spojity ndhodny vektor se sdruzenou distribu¢ni funkci
[F a sdruZzenou hustotou f . Necht’ g: R, — R, je borelovska funkce. Potom goX je ndhodna
veli¢ina prave tehdy, kdyi je integrovatelny soucin f . g . Pfitom dale plati

+o0

E(goX)= jj Gttty ).f (W, )ty ..., (3.19)

Véta 3.6
Necht’ X je spojita ndhodné veli¢ina s hustotou f . Necht' dale je g spojitd redlna
funkce. Potom

E(goX)= j 2(x).f(x)dx (3.20)

Oba diikazy jsou uvedeny napt. v [2] véta 10.4.7.



