7. Konvergence na pravdépodobnostnim prostoru

V této kapitole se budeme zabyvat zavedenim konvergence na {Q,H, P} -
pravdépodobnostnim prostoru. Budeme studovat vlastnosti vybranych druhi konvergence,
jejich vlastnosti , omezeni a zplusoby vyuziti predevSim pii studiu zakont velkych cisel a
centrdlnich limitnich vét.

7.1 Konvergence v distribuci

Pfirozeny zpusob zavedeni konvergence nahodnych veli¢in zalozeny na bodové
konvergenci distribu¢nich funkci .

Definice 7.1

Necht' X, Xj , X3, ... jsou ndhodn¢ veli¢iny a k nim pfislusné distribu¢ni funkce necht’
jsou F , Fy , F, .... Rekneme , Ze posloupnost { X, } ndhodnych veli¢in konverguje

def
v distribuci k ndhodné veli¢in€ X < lim F, (x) = F'(x) ve vSech bodech x spojitosti funkce
n—>0
. . D

F. Tento vztah zapisujeme takto : X, > X .

Velmi dilezita pro vysetfovani dané¢ho typu konvergence je nésledujici véta.

Véta 7.2
1. X, iX = limE(f(Xn)) = E(f(X)), pro f spojité zobrazeni na R,

D
2. X, > Xep)>el), teR, a @,0,¢,,... jsou charakteristické funkce
nahodnych veli¢in X , X, Xz, ...

D D D
3.X, >X,Y >Y = X +Y >X+Y

D D
4. X X, X, >Y = X=Y
Diikaz:

Nebudeme provadét , protoze se vymyka obsahu tohoto textu. Celkové je uveden
v astIV. V [1].

Poznamka 7.3
Podobné muzeme definovat konvergenci v distribuci pro nahodné vektory a to po
slozkach.

Priklad 7.4

> X

1

Necht' { X, } je posloupnost ndhodnych veli¢in typu N(0,1). Necht’ déle je Y, =’T
n
D
. Potom Y — N(0,1). Dikaz provedeme pomoci ¢asti 2. ve vété 7.2. Nejdiive zjistime
charakteristickou funkci ¢, nadhodné veli¢iny Y,. Podle véty 6.5 ma ndhodné veliina X,
¢ 2

v &

charakteristickou funkci rovnou ¢, (1) =e ?, tedy podle véty 6.3 je ¢, ()=e > =e *.

Vsechny charakteristické funkce Y, jsou shodné a jsou rovny charakteristické funkci N(0,1).

D
Tedy ¥, — N(0,1).



Priklad 7.5
Necht { X, !} je posloupnost nihodnych veli¢in typu N(u,0%). Necht déle je

ZX —n.u
D
, potom Y — N(0,1). Nejdiive podle véty 6.5 nalezneme charakteristickou
, charakteristickd funkce ndhodné veli¢iny Z, = ZX , je rovna
i=1

Yy =~
n /
2

2
[ \ j
2
—italn 2 iﬂ'o‘.i/;'ﬂ _plaNn) ot

tedy podle véty 6.3 je ¢, (1) =e °e € =e %, tedy

(to)

int.u - 2
KRR ,

@y, (t)=e
D
opét ¥ - N(0,1).

Piiklad 7.6
Necht' { X, } je posloupnost ndhodnych veligin typu X, ~ N(un ,072). Necht’ dale je,
ZX Zu, >
potom Y — N(0,1). Dokazte sami stejnou metodou jako v pfedchozim!

Y;l 2= =
\/Z@
i=1

Priklad 7.7

Necht { X, } je posloupnost ndhodnych veli¢in typu X, ~ Po(d,) Necht dale
D

, potom Y — N(0,1). Podle (6.8) je charakteristickd funkce X

. X, -1,
jeY, = \//T n=12,.
rovna @, (¢) = el”‘(el'r_) k dalSimu vypoctu pouzijeme opét véty 6.3 , tim ziskame vztah pro
ot ot )
Ay el.m—l Ay R .
—iJA, 1 A
e =e ,

1
charakteristickou funkci Y, . ¢Yn (t ) =e
ukdzeme , Ze tato charakteristické funkce konverguje k charakteristické funkeci N(0,1). Proto

i ; 2
! J — 0, ale podle (6.9) plati odhad:

stadi dokazat , 7e A,.| e Vr —1-—L+
\/Z 2.4,

i— . 2
1 NEo - it t |l‘|
! (6 y) +2./1n 6. : 6\/7

n

protoze pro n — 4w je |\/7 — 0. Odtud je tedy Y, —)N(O I).



Piiklad 7.8
Necht' { X, } je posloupnost nahodnych veli¢in typu A(p) ( alternativni rozdé€leni

in.—n.,u

D
s parametrem p ) . Necht dale je ¥, ==——— potom Y — N(0,1). Dokazte sami,
oAn

uvédomte si , Ze ndhodna veli¢ina ZX . je typu binomické rozdé€leni s parametry (n,p).
i=l1

K vypoctu dale vyuZzijte vztahu (6.3) a (6.7) a vétu 6.3.

7.2 Konvergence skoro jisté

Definice 7.9 5
Necht' { X, } je posloupnost nahodnych veli¢in. Rekneme, Ze posloupnost { X, }

konverguje skoro jisté k ndhodné veliciné X , jestlize existuje mnozina A€fl , P(A) = 1
takova , Ze existuje konecnd limX (w),weAd a je limX, (w)=X(w). Tento zplsob

S.J.
konvergence budeme oznaCovat X, - X .

Nasledujici véta dava ekvivalentni definici konvergence skoro jist€¢ a zdroven je
posouzena jednoznac¢nost konvergence.

Véta 7.10
1. Necht’ X je ndhodnd veli¢ina a { X, } je posloupnost ndhodnych veli¢in. Potom

s.j. +00 400
X,-X o P[a);ﬂUﬂUXn (0)-X(0)|< g]j =1
&>0 k=1 n=k
s.Jj. S.j.
2. Jsou—1i X, Y ndhodné veli¢iny takové ,ze X, > X, X >V =>X=Y
Diikaz:
1. Podle definice 7.9 je

+00  +00

A= (a); lim X (@)= X(a))j = (a); ﬂ UX" (a)) - X(a))‘ < g]j a navic P(A)=1

>0 k=1 n=k
2. (o X(@)=Y(w))> (a); lim X, = X) ﬂ(a); lim X, = Y) = C, avsak podle definice

konvergence s.J.7.9 je jev C jisty tedy P(C) = 1
Q.E.D.
Dalsi véta umozituje porovnani navzajem riznych zpiisobii konvergence.
Véta 7.11
Jegorovova

S.j.

Necht’ X, Xy , X3, ... jsou ndhodné veli¢iny. Potom X 6 — X pravé tehdy , kdyz pro
kazdé € > 0 existuje mnozina A, € A ,P(A;)>1-ga X, :;X na A;.
Dtkaz:
a) Nejdiive dokdaZzeme implikaci zprava doleva. Pouzijeme — li oznaceni ze znéni véty

je jo;lim X, (@) = X(w){ 2| J4, = 4 ajise P(A) = 1.

n— n=l 5



Q.E.D.

b) Budeme dokazovat opacnou implikaci. Potom podle definice je :

Y 3 P(ﬂ DX" —X| < 1B >1 —; . Tento vyrok vyplyva ze spojitosti
i

8)0 {}’l, }CN nZn[

zdola pravdépodobnosti viz (1.15). Zvolime potom

400 +o0 1
Ag = n ﬂ DX,, _X| < ;:l . Ozna¢me 4’ ={a);‘v"Xm (a))—X(a))‘ Sl}
i=1 n=n m=n 1
Potom plati:

a) |J4i=4 a P)=1
i=1

b) 4 c4

n+l

o v 3 Pl )>Pa)-Z

JjeNn;eN

d) A4 =0\ ﬁﬂﬂ){;ﬂsl}:@(g \ ﬁDX;XK%DzQA_;

i=1 n=n;

e) P(Ag )S iP(T)S i; = ¢, protoze P(A,’;l_ )2 P(A)—%
-1 =1

Velmi dilezitd je nésledujici véta , kterd dokazuje zaménitelnost pojmu spojitosti a
konvergence skoro jiste.

Véta 7.12

s.j.
Necht' { X, } je posloupnost ndhodnych veliin , necht’ dale je X, - X, kde X je
ndhodnd veli¢ina. Necht' dale je f:R, — R, je spojitd funkce. Potom také plati

s.J.
foX,>foX.

Diikaz:
ProtoZe je f spojita realnd funkce plati

v 3, tn_t‘<5 - ‘f(tn)—f(t)‘<€ , tedy takeé je

&>0 o>0

v = ‘Xn_X‘<5(5) - ‘f(Xn)—f(X)‘<8 Podle

&>0 d(&)>0
veéty 7.10 Cast 1 je

ANUNLx, - <)

e>0k=1n=k

1=r N UNlx,-x|<e]| =

0(e)>0k=1n=k



P(HU ﬂ Uf(Xn) - f(X)‘ S g]j =1 , nebot" jednotlivy c¢len v poslednim
£>0 k=1 n=k

priniku je nadmnozinou ¢lenu v predchazejicim priniku a uvedena rovnost dale
vyplyva jednoduse z monotonie pravdépodobnosti uvedené v .

Q.E.D.

Poznamka 7.13

1. Podobn¢ jako v definici 7.9 muzeme definovat konvergenci skoro jist¢ pro

posloupnost ndhodnych vektort takto:

Necht {X,} je posloupnost ndhodnych vektort a X je ndhodny vektor , fekneme, ze

tato  posloupnost  konverguje  skoro  jist¢ kvektoru X , jestlize
s.j. def s )

X, =0, XX ) x =(X X X)) e ¥ XX

i=1,2,...,

2. Mzeme potom vyslovit 1 ,,vicerozmérnou* verzi véty 7.12 pro piipad posloupnosti

ndhodnych vektorti {X,} , které konverguji skoro jist¢ k ndhodnému vektoru X a

spojité funkce f:R, = R,.

3. Vhodnou volbou funkce f je mozno dokazat, ze konvergence skoro jisté je

uzaviena vic¢i operacim s¢itdni ndhodnych veli¢in a néasobeni ndhodnych veli¢in

vzhledem ke konstantdm i vzhledem k sobé samym.

Dtikazy téchto tvrzeni jsou uvedeny v [2], kapitola o konvergenci ndhodnych veli¢in.

7.3 Konvergence podle pravdépodobnosti

Definice 7.14

Bud'te X, X; , X3 ,... ndhodné veli¢iny. Rekneme, Ze posloupnost { X, } ndhodnych
veli¢in konverguje k ndhodné veli¢iné X podle pravdépodobnosti , jestlize pro
libovolné kladné ¢ je lim P( X, - X|> £)=0.

n—0

P
Tuto konvergenci budeme znacit X n X,

V nésledujici vété jsou shrnuty zakladni vlastnosti konvergence v pravdépodobnosti a
zéarovei jsou vyjadieny vztahy k obéma jiz dfive definovanym konvergencim.

Véta 7.15

1. Ptfedchozi limita existuje nejvyse jedna
S.j. P

2. Jestlize X,,—>X = Xn—>X

P
3. Necht X, —X. Potom existuje vybrana posloupnost {X " }takové , 7€

S.J.
X " — X (tzv. Rieszova véta)

P
4. Necht X, X, jsou ndhodné veli€iny . Potom X, — X pravé tehdy , kdyz z kazdé

S.J.

podposloupnosti {X " } 1ze vybrat podposloupnost iX " } takovou, ze X, —>X

i [j



5. Budte X, :(X;,...,X,f) a X =(X‘,...,X") ndhodné vektory takové , Ze
P
X, =X (tj. konvergence je definovand po slozkach tedy pro vSechnai=1, ...,k
. P . P
je X! > X' ), necht f:R, = R, spojita funkce , potom f o X, > foX

P D
6. Necht' X, { X, } jsou ndhodné vektory takové , ze X, - X . Potom X, > X .

Dukaz:

P P
1. Necht’ tedy X,—»X a X,—Y . Potom jisté pro X, Y , X, a libovolné
kladné plati € plati :

PQX_Y‘ ZE)SPOX_Xn‘ 2%)+P(‘Xﬂ _Y‘ Zgj, tedy vzhledem ke

konvergenci X, podle pravdépodobnosti kX , Y je po limitnim piechodu
v predchozim vztahu : P(IX - Y| > 8)S 0+0=0

S.J.
2. Necht’ tedy X, - X, potom zvolime — li € pevné kladné redlné ¢islo mame z véty

7.10 ¢ast 1 ( vyuzijeme doplikovy jev ) P(HUUX j—X‘Zg]j=0, vzhledem

n=l j=n

k polospojitosti zdola pravdépodobnosti .. a monotonie pravdépodobnosti plati

PQX —X | > g)g P[U HX =X ‘ > g]] . Pfi limitnim pfechodu je vtéto posledni
j=n

nerovnosti na pravé strané hodnota nula!

3. Vzhledem k slozitosti nebudeme ditkaz provadét , odkazuji na vétu II1.1.4 uvedenou

v monografii [2]

4. Cast 3 této véty fesi situaci implikace zleva doprava. Budeme tedy dale dokazovat
P
opatnou implikaci, dikaz provedeme sporem. Jestlize neni pravda, Zze X, —>X,

potom podle definice musi existovat kladné redlné cislo € a rostouci posloupnost
ptirozenych ¢isel { i } takova , ze PQX =X | > 5)2 a >0, kde a je kladné realné cislo.

Tato vybrana posloupnost { X; } neni konvergentni k X podle pravdépodobnosti, tedy
nemuze byt podle ¢asti 1 této véty konvergentni k X skoro jiste.
5. Podle casti 1 této véty existuje vybrana podposloupnost {X n‘_} z posloupnosti

S.j. S.J.
{Xn}takové , 26 X, > X, tedy podle véty 7.12 je 1 foX, = foX, proto dale

P P
foX, > foX aodtudtedy foX, 6 —foX.

6. Diikaz tohoto tvrzeni nebudeme pro jeho naroc¢nost provadét odkazujeme opét na
[2] vétu 111.4.9

Q.E.D.
Poznamka 7.16

Z predchozich tvrzeni vyplyva, ze konvergence skoro jist¢ je nejsilngj$im typem
konvergence ze tfi typi , probiranych vtéto kapitole, konvergence podle



pravdépodobnosti je druhym nejsilnéjSim typem a nejslabsim typem konvergence
nahodnych veli¢in nebo vektori probiranym v této kapitole je konvergence
v distribuci. Konvergence skoro jist¢ se nékdy oznacuje jako silna a konvergence
podle pravdépodobnosti jako slaba. Vysledky této kapitoly vyuZijeme ptedevSim u
tvrzeni typu zakony velkych ¢isel nebo centralni limitni véta probirané v nasledujicich
kapitolach.



