Jednoduche vratné déje idealniho plynu

1) Déj izotermicky (T = konst.)

Za predpokladu konstantni teploty se stavova rovnice pro zadané mnozstvi plynu zméni na znamy zédkon
Boyltiv-Mariotttv, ktera tikd, ze soucin tlaku a objemu plynu je konstantni :

pV =v-R-T = konst.

Nebo pro dva stavy plynu, pocatecni a koncovy :

PV = pyVs

V p-V diagramu je tento proces zndzornén hyperbolou spojujici body obou stavli plynu, je to tzv.
izoterma :

Pl

T = konst,

v

Dalsi informace o d&ji ziskame rozborem 1.véty termodynamické a veli¢in v ni vystupujicich.

Pfi izotermickém d¢ji se méni objem (napt. pii izotermické expanzi se zvétSuje), plyn tedy kona préci.
Podle tvah v minulé kapitole by pfitom méla klesat kinetickd energie molekul (pfeméfiuje se na praci),
méla by klesat i vnitini energie plynu.

Z podminky o konstantni teploté ovSem plyne, Ze pfi tomto d¢ji se vnitini energie plynu neméni :

U = %-V-R-T = konst

Diferencial konstantni veliCiny je samoziejmé nulovy :
dU =0

a podle 1.véty termodynamiky musi platit :

dAd = dQ-dU = dQ

To znamend, Ze mozny ubytek vnitini energie pfi praci plynu je ihned (a béhem procesu prubézng)
dopliiovan dodévanou energii tepelnou. Lze fici, Ze tak vlastn¢ probihda ,,dokonala pireména* tepelné
energie na prdci. Dulezitou otdzkou je ovSem realizace takového procesu, pfi kterém je do plynu
dodavano teplo, aniz dochazi ke zvysSeni jeho teploty.




V dnesni dobé si Ize predstavit automatizovany, pocitacem fizeny systém — jakysi termostat, ktery by
pomoci teplotnich senzorti uvnitt plynu hlidal jeho teplotu tak, Ze kdyby v disledku expanze a prace
plynu zacala teplota klesat (tj. objevila by se nepatrna — diferencialni odchylka od pozadované hodnoty),
zapnulo by se ihned néjaké ohfivaci téleso a do plynu by byla doddvana tepelnd energie, dokud by se
teplota nezvysila ...

Jak si v8ak poradili védci minulosti bez téchto modernich pomucek?

Principidlné stejny ucinek jako elektronickd regulace bude mit dokonaly tepelny styk (bez ztrat,
s nekonecné velikou tepelnou vodivosti) sledovaného plynu se zdrojem tepelné energie o konstantni
teploté rovné pozadované teploté T (tzv. ehFivac, tepelny rezervoar).
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Utinek ohfivade lze dobie pochopit v souvislosti s diive uvedenym popisem vratného déje jako sledu
(skoro)rovnovéznych stavii: pii zmeéné takového stavu dojde k (nekonecén€) malé zméné stavovych
veli¢in — zde k diferencidlnimu poklesu teploty plynu z ptivodni teploty T, a proto z ohtfivace bude
prechdzet teplo do nepatrné chladnéjsitho plynu, az se opét teploty vyrovnaji a nastane dalsi
(skoro)rovnovazny stav se stejnou teplotou a pon¢kud — podle stavové rovnice — odliSnym tlakem a
objemem. D¢j samoziejmé pokracuje dale : protoze plyn stale pracuje, teplota opét nepatrné klesa, tepelna
energie prechazi do plynu a teplota se opét vyrovnava atd.

V takovém usporadani se tak pfi praci plynu ,,automaticky* dopliiuje teplo z tepelného rezervoaru, aby
nahradilo vykonanou praci, a proto teplota a vnitini energie plynu ztstavaji konstantni.

V ptipad¢ izotermické komprese, kdy se objem plynu zmenSuje, protoze je pistem v pracovnim valci
stlacovan, je princip ,,stabilizace® teploty stejny, pouze teplo a prace maji opacnd znaménka, a tedy
opacny smér piechodu : prace plynu je zdpornid — konaji ji vnéjsi sily — a tim by méla rist kineticka
energie plynu, a tedy i vnitini energie. Aby se tak nestalo, musi nyni tepelna energie z plynu odchézet do
okoli — plyn tedy musi mit opét dokonaly tepelny styk s tepelnym jimacem teploty T, ktery bude odebirat
teplo (tzv. chladic).
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K tepelnému toku do chladi¢e dochéazi nyni pti diferencidlnim zvyseni teploty plynu jako disledku préace
sil okoli a vysledkem je opét stabilizace teploty a vnitini energie plynu.
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Poznamka: Teoreticky jsou chladi¢ i ohfivac¢ v principu stejné ,,velké tepelné rezervoary®, tj. relativné velka télesa
s velkym obsahem wvnitini energie, aby pifijem ¢i vydej tepla nezpdsobil zménu jejich teploty.
Technické provedeni chladice i ohfivace bude ovSem odlisné.

Vypocitejme nyni konkrétné pomoci 1.véty prdci vvkonanou plynem a prijaté teplo pii izotermickém
dgji z pocateéniho stavu 1 (p;, V;, T) do koneéného stavu 2 (p,, Vo, 1) :

2 2
A= [d4 =0 = [dO
1 1

Protoze nedochézi ke zméné teploty, nelze pouzit bézné vztahy pro teplo dodané latce pfi ohtfevu, ale
muzeme pouzit vztah pro praci :

2 2
A=0=[dd= [p-dV
1 1

Dosadime za tlak ze stavové rovnice :

v-R-T

P = v

A dostaneme :

2 2. p. V,
A=0= [pav = j#-dl/ = v-R-T- jd7V = v-R-T-(InV,—InV;)To
1 1 v,

muzeme zapsat jednoduseji :

&

% prdce a teplo p¥i izotermickem déji
1

Pi1 izotermické expanzi bude koneény objem vetsi, a tedy vykonana prace i prijaté teplo jsou kladné :

Vo>V, => A =0 >0 izotermick4 expanze

Pii izotermické kompresi je tomu naopak :

Vo<V, = A =0 <0 izotermick4 komprese




2) Déj izochoricky (V = konst.)

Za ptredpokladu konstantniho objemu se nyni stavova rovnice pro dané mnozstvi plynu zméni na Gay-
Lussactv zakon o rozpinavosti plynu :

V'R
PV onst.
T V
Nebo pro dva stavy plynu, pocatec¢ni a koncovy :
PL_ P2
;T

V p-V diagramu je tento d¢j zndzornén piimkou spojujici body obou stavii, rovnobéznou s osou tlakli — je
to tzv. izochora.

T A

Podminku realizace tohoto déje — konstantni objem plynu — jednoduSe zajisti pevny neménny objem
nadoby, ve které je plyn umistén.
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Konstantni objem plynu ovSem znamena jeho nulovy prirastek (diferencidl), a tedy znemozni préci
plynu :

dA = p-dV =0

Podle 1.véty pak plati :

dQ = dU+dA = dU

To znamena, ze veskera dodand tepelnd energie se piimo méni na ptirtstek vnitini energie, ohfev plynu je
za téchto podminek nejefektivnéjsi, tj. na zvyseni teploty o jednotkovy teplotni rozdil (1 K) se spotiebuje




nejmensi mnozstvi tepla. Jinak feceno, molarni tepelnd kapacita m4 nejmensi moznou hodnotu, a jestlize
s jeji pomoci vyjadiime dodané teplo :

dQ = V‘CV'dT

Dostaneme tim novy, dobfe pouzitelny vztah pro ptirtstek (zménu) vnitini energie, ktery se rovna tomuto
teplu :

dU = V‘CV'dT

zména vnitirni energie

Jestlize pak tento vyraz porovname se vztahem diive odvozenym pro idealni plyn :

dU = g-v-R-dT

Dostaneme konkrétni velikost pro moldrni tepelnou kapacitu pii konstantnim objemu :

3
C, = 2.R
e

Tato hodnota plati pouze za podminky platnosti diive uvedené¢ho Maxwellova rozdé€leni — pro ideélni
jednoatomovy plyn, kdy lze zanedbat ptispévek energie rotacniho pohybu molekuly.

Pro bézné dvouatomové molekuly (kyslik, dusik, vodik, ...) pak plati :

5
C, = 2R
A

A slozit¢jsi molekuly pak maji tepelnou kapacitu jesté vyssi.

Kdybychom chtéli vypocitat dodané teplo a zvySeni vnitini energie plynu pii né€jakém izochorickém_d¢&ji
z pocateéniho stavu 1 (p;, V, T;) do kone¢ného stavu 2 (p,, V, T5), provedli bychom integraci — tj.
,,soucet* diferencidlnich veli¢in :

2 T,
Q=4U = [dQ = [v-Cy-dT = v-Cy (T, -T)
1 T,

Celkové dodané teplo by se samoziejmé pievedlo na celkové zvySeni vnitini energie, bez vykonani
jakékoliv prace.

3) Déj izobaricky (p = konst.)

Za ptedpokladu konstantniho tlaku se stavovd rovnice pro zadané mnozstvi plynu zméni na Gay-
Lussactiv zdkon o roztaznosti plynu :

V V'R
— = —— = konst.
T p



Nebo pro dva stavy plynu, pocatecni a koncovy :

Vi 02

n; 1,

V p-V diagramu je tento d&j opét znazornén piimkou spojujici body obou stavii, rovnobéznou s osou V —
je to tzv. izobara.
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Podminku realizace tohoto déje — konstantni tlak plynu — je mozno zajistit pouzitim valce s pistem, na
ktery bychom zvenku (vné&jsi sily) ptisobily konstantni silou (svisly pist by mohlo napt. zvenku zatézovat

zéavazi zvolené hmotnosti).

‘1) = kbhs‘t.

Aplikujeme dale na izobaricky d¢j 1.vétu termodynamiky, jejiz zadny ¢len nyni nebude nulovy :

dO = dU +dA

Dodavand tepelna energie se tedy spotiebuje nejen na zvySeni vnitini energie, ale i na kondni prace
plynem - ohtev plynu je méné efektivni nez za konstantniho objemu, tj. na zvySeni teploty o jednotkovy
teplotni rozdil se spotfebuje vEétsi mnozstvi tepla, tedy molarni tepelnd kapacita je vétsi :

dQ = v-C,-dT

Dosad’'me tento vyraz do 1.v&ty spolu se znamymi vztahy pro praci plynu a zvyseni vnitini energie :

v-Cp,-dl =v-Cy-dT+p-dV



K tpravé druhého ¢lenu na pravé strané pouzijeme stavovou rovnici :

pV =v-R-T

kterou diferencujeme, tj. vypocitame diferencidl (ptirastek) pravé i levé strany :
p-dV = v-R-dT

Dostaneme tak :

v-C,-dT = v-Cy-dT+v-R-dT = v-(Cy +R)-dT

Porovnanim obou stran tak vznikne vztah pro moldrni tepelnou kapacitu pii konstantnim tlaku :

Cp = CV+R

Mayeruy vztah

Pro jednoatomovy plyn tedy bude platit :

C, = S R+R=2.R
2 2

A pro dvouatomové molekuly :

C, = 2 R+R = LR
2 2

Pro vypocet dodaného tepla, vykonané prdace a zmény vnitini energie pii né¢jakém izobarickém d¢&ji ze
stavu 1 (p, V;, T)) do stavu 2 (p, V5, T5) bychom, jako v piedchazejicich dé&jich, provedli integraci
elementarnich velicin :

2 T,
0= [d0 = [v-C,-dT = v-C,(T,-T;)
1 T,
2 T
AU = [dU = [v-Cy-dT = v-Cy(T,-T;)
1 T,
2 v,
A= [dd = [p-av = p-(r;-1])
1 v,

Vs T,
A= [p-dV = [v-R-dT = v-R-(T;-T))
Vi T,



Stejny vztah bychom také dostali podle 1.véty odectenim prvnich dvou vyrazl pro teplo a zménu vnitini
energie, nebo pfimym dosazenim ze stavové rovnice do pfedchoziho vyrazu pro praci.

Zatim jsme prozkoumali tFi vyznamné termodynamické déje a jsou to vlastn¢ vSechny moznosti, kdy
muze byt jedna ze tii stavovych veli€in vyznacnd — konstantni. Ve dvou pfipadech jsme pak dostali
zvlastni tvary 1.véty, pouze se dvéma Cleny — pii izotermickém dé&ji byl nulovy pfirGstek vnitini energie a
pfi izochorickém dé&ji byla nulova vykonana prace.

Miuze nés tedy napadnout, ze by mohla existovat moznost - nulového dodané¢ho tepla — a takovy
termodynamicky dé&j se ukazal byt velmi dilezitym.

4) Déj adiabaticky
Timto pojmem oznacujeme termodynamicky d¢j, pti kterém neni plynu doddvana zadnd tepelna energie a
samoziejm¢ zadné teplo ani neni odebirdno — obecné fikame, Ze je nulovd vyména tepla
termodynamické soustavy s okolim.

dQ = 0

Toho lze dosahnout dokonalou tepelnou izolaci stén, které obklopuji plyn - jejich tepelnd vodivost tedy
musi byt nulova. (PovSimnéte si, ze to je pravé opacna podminka, nez byla u izotermického déje, kdy
jsme pozadovali dokonalou tepelnou prostupnost stén.)
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1.véta termodynamickd ma tedy v piipadé adiabatického déje také jednoduchy tvar :

dAd = d0—dU = —dU

Plyn nyni kona praci pouze ,,na ukor“ vnitini energie, a miizeme proto tuto praci jednoduse vyjadfit
pouze pomoci teplotni zmény plynu :

dAd = —dU = —v-Cy -dT

Celkova prdce vykonand plynem pii néjakém adiabatickém déji z pocate¢niho stavu 1 (p;, V;, T)) do
kone¢ného stavu 2 (p,, V5, T5) pak bude integralem téchto elementarnich praci :

2 2 T,
A= [d4 = [-dU = —v-Cy - [dT
1 1 T,



Vysledek této integrace je samoziejme jednoduchy :

A=-v-C-(I,-T)

prdce pii adiabatickem déji

Pti konani kladné prace plynem, tj. zvétSovani objemu, se jeho teplota snizuje, tj. vnitini energie klesa :

A>0 = T, <T;| adiabatickd expanze

A prace sil okoli pak zahtiva plyn, tedy zvySuje jeho vnitini energii :

A<0 = T,>T;| adiabaticki komprese

Pti adiabatickém dé&ji neni ziejmé konstantni zddnd ze stavovych veli¢in — méni se obecné tlak, teplota i
objem plynu — a pii jejich vypoctech tedy musime pouzivat obecny tvar stavové rovnice :

prVi _ prV
T; T;

Na dal$ich tadcich si vSak ukdzeme, jak lze z této rovnice ,,vyloucit™ libovolnou proménnou a dostat
zjednodusSeny tvar stavové rovnice vhodny pro dvourozmémé grafy, napt. pro p-V diagram.

NapiSme znovu 1.vétu :

dAd = —-dU = —v-Cy -dT

A za préci pouzijme standardni vyraz :

p-dV = —-v-Cy-dT

Za teplotu na pravé strané¢ dosad'me ze stavové rovnice :

r=2"
V'R

A vypocitejme jeji diferencidl (jako funkce dvou proménnychp a V) :

p-dV = —v-CV-d(p—V = —V-CV-L-(p-dV+V-dp)
V-R V-R

Po vynasobeni R a pfevedeni na levou stranu mame :
R-p-dV+Cy-p-dV+Cy-V-dp =0
Pouzijeme-li Mayertv vztah :

Cp = CV+R

pak dostavame :



Cp-p-dV+Cy-V-dp =0
Rovnici vydélime moléarni kapacitou pii konstantnim objemu a sou€inem p.V :

Cp av  dp

P -0
Cy V p

Zavedeme jest€ novou veli¢inu :

Poissonova konstanta
Cy

A rozdélime ¢leny na obé strany :

dv q,
4 p
Vznikl tak specidlni tvar diferencialni rovnice o dvou proménnych, které jsou separovany, tj. oddéleny,
kazda na jedné strané rovnice.

K vyfeSeni této rovnice staci provést jeji integraci pomoci ur¢itého integrdlu v mezich od pocatecniho
stavu plynu (p;, V;, T;) do kone&ného stavu (ps, V>, T5):

Vs

K-— =

dv _pfd_p
d Pi P

Vi
Primitivni funkce na obou stranach jsou stejného druhu :
i [in V]% = ~[mpl:

Dostaneme tedy :

x-(InV, _Z”VJ) = —(lnp2 ~Inp;)

Po roznasobeni a pouZiti znalosti o logaritmech :
n(V,) —n(V,)" = —inp,+inp,

a po prevedeni ¢lenti :

Inp; —I—ln(V])K = Inp, +ln(V2 )K

a po sdruzeni logaritmu:

m[p;-V;)] =In[py (Vo) ]
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Rovnost logaritml znamena ovSem také rovnost funkci :

pr- (1) = py- (7o)

nebo obecnéji - nebot’ pocatecni i koncovy stav byly libovolné :

p-V* = konst.

Poissonova rovnice

Dostali jsme tak obecnou rovmici adiabaty. Protoze Poissonova konstanta je vEtsi nez 1, je kiivka

adiabaty v p-V diagramu ,,strm¢j$i““ nez izoterma.

? \

.V R Lonch

?.V = konst

\4

Dosazenim ze stavové rovnice lze ziskat dalsi varianty rovnice adiabaty pro jiné dvé proménné :

T-VK_I = konst.

p! 7K. T = konst.

Pozndmka: Adiabatickému dé&ji se bude také blizit rychle probihajici déj v tepelné neizolované
termodynamické soustavé (plynu), protoZe teplo ,,nestadi piechazet do plynu. Cim je tedy
proces rychlejsi, tim vice se pfiblizuje adiabatickému déji (ale tim vice se odchyluje od
kvazistacionarnosti, tedy také od vratnosti a od platnosti stavové rovnice).

(konec kapitoly)

K. Rusnak, verze 01/2005
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