Linearni retézec oscilaton

V této kapitole budeme studovat soustaMuvzajemi pruzré vazanych linearnich harmonickych

oscilatoi, které jsou rozlozeny v jedindéipce (nap. v ose X ) — je to tzv.bodovairada (viz obrazek) .
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Problém zjednoduSimeiqdpokladem, Ze vSechny oscilatory jsou stejné -hrtjotné body o stejné

hmotnosti M v pravidelné vzdalenost jsou vazany_stejnymi pruznymi silangtejna konstanti).

Pijde tak vlastd o nejjednodussSi {ednoroznerny - model pruzného hmotného pro#eédi , ktery

muzZe poslouZit k popisu chovani homogerstriuny, ty'e, nebo vzduchového sloupce

V minulé kapitole jsme jiz uvazili, Zze rozkmitanijen jediného hmotného bodu jakékoliv - obecn
tiirozmérné pruzné soustavy - se pruznymi vazbovymi silpostup pienese na vSechny ostatni
hmotné body a Ze vznikly kmitavy stav celé soustaxyaujeme jako vigni. Kmity libovolného bodu
pak budou vektorovou funkétyi proménnych - mista dasu :

a = a(rt) = a(x,y,zt)

V naSem pipact jednorozn@rné bodovéady to bude ovSem vektorova funkce jen dvou pfionych :

0 = d(xt)

A tento vztah Ize je8tdale zjednodusSitipzkoumani linearné polarizovanych kmig (vinéni), kdy jsou

vychylky vSech hmotnych bddhavzajem rovnai¥zné- lezi stale v jedné rovin(tzv. rovina polarizace)

- a maji tedy v prostoru stale stejnyé&m

JestliZze tento sén zndme, miZzeme pak wovat jen velikostychylky, tedy pouze skalérfiinkci :

u = u(xt)

Tento smér vychylek hmotnych bod je obecw zcela libovolny...... jednou krajni moznosti je, Ze

hmotné body kmitaji kolmo na osu (tj. nagiklad v osey ) — tak kmita struna hudebniho nastroje , jsou

to pFi¢né kmity ....... druhou krajni moznosti jsou pak kmity veésmosy X - takové jsou akustické

kmity ve vzduchovém sloupci godélné kmity.



Pro naSe vypity zvolime_podélné kmityimotnych bod, které jsou #ejmé¢ matematicky nejjednodussi -

k jejichZ popisu posta jedina promdnnavelicina, X—ova sotadnice &chto bodh.
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V pocateinim klidovém stavu zaujimaji vS8echny hmotné bod§rewnovazné polohy(na obrazku jsou

oznaeny Q) v pravidelnych vzdalenostec . V rozkmitaném stavu pak bude mit kazdy hmotng bo
n¢jakou vychylku X, ze své rovnovazné polohy, ktera se budeitscasem a bude jistaké zaviset na
poloze X hmotného bodu ketzci :

X, = Xa(x,1) (n=1,23, ....N)

Pro stanoveni polohx hmotnych bod v fetézci mizeme doke vyuzit jejich pravidelné rozmésti - je

to vzdy ugity nasobekjejich vzdalenostia :

X, = Xy (n(&, t) n=1,23,...N)

Ke kompletnimu _popisu kmitavého stalMmearnihorettzce je proto nutno stanovitchto N rovnic pro

vychylky vS8ech hmotnych baédietzce - musime proto sestaviti@Sit pohybové rovniceSech bod

retézce. ProtoZe i pruzné sily maji &mosy X , mizeme pro libovolny, obeén n-ty hmotny bod pséat

pouze ve skalarnim tvaru :



Uvazme s vyuzitim horniho obrazku, Zze sffa plisobici nan-ty hmotny bod je sloZzena ze dvou sloZek :

1) ze sily kterou nad pasobi prava pruzina, tj. vazba 8+1)-nim bodem. Mzeme ji také nazvat
silou, kterou fisobi (+1)-ni bod na na$r-ty hmotny bod. Jako pruzna sila je pak&tma
deformaci — zréné délky pruziny, ktera vznikneipobecrE riznych vychylkach&hto hmotnych

bodi (viz obrazek) :

Frizn =~ KWXy = Xne1) (n=1,2,3, ... N)

2) ze sily kterou na & ptsobi pruzina leva, tj. vazba $1-1)-nim bodem. Analogicky ji fizeme

nazvat silou, kteroutsobi (-1)-ni bod nan-ty hmotny bod a musi platit .

Fo-1,n = = KXy = Xq-1) (n=1,2,3,...N)
Dohromady tedy bude :
Fn = Fhsint Fnoen = = KI(X, = Xn41) = — KI(Xp = Xp-1)
Coz dava :
Fn = Fnernt Fpoin = — k[(ZXn— (Xp+1 + Xn—l))

A pohybova rovnice tedy bude :

2
mBO:jt—XZ” = - k[ﬂan— (Xnqe1 + Xn—l)) (n=1,2,3, ... N)

Z pohybové rovnice vidime skut@ou ,provazanost* celéhiettzce, protoze vychylka-tého oscilatoru

(na levé stra¥) zavisi na vychylkach obou jeho sousednich oscilat

Dostali jsme ovSem ne jednu rovnici, aleustavu N vzajemhvazanych diferencialnich rovnico N+2

neznamych (v prvni rovnici vznikngen Xy a v posledni rovnici pakXn 41 , které v principu
popisuji vazbu prvniho a posledniho hmotného badakoIni prostedi, a pro konkrétrieSeni je musime

definovat — vyjadlji vlastré okrajové podminkyinearnihoretézce).

Jak dale ukadzeme, této soustamvnic vyhovuji (v komplexnim oborugSeni ve tvaru :

Xy = Ale!ll-qna) (n=1,2,3,..N)




Vidime ihned, Ze vychylka (kmity) kteréhokoliv hmeého bodu skute¢ zavisi nejen ngase, ale i na
vzdalenosti 1) od p@&atku sodadnic (p&atkuietzce).

Je nam také jasné, Ze tento vyraz je matemetidioZng skomplexnim tvarem harmonickych kmit

hmotnych boél o amplitug¢ A , s Ghlovou frekvenciw a s fazovou konstantoar qna (viz minulé

kapitoly).

Tim jsme také dokazalj ze kmity vS8ech hmotnych bbdds fetzci maji stejnycasovy piibéh — je to

sinusovka stéle stejné frekvence i amplitudgoz jsme intuitivey, bez dikazu gedpokladali v minulé

kapitole i sestaveni rovnice vémi.

Proménna fazova konstanta qna ovSem znamena fazové zpéad kmiti, které je pimo uanerné

vzdalenosti Na hmotného bodu od patku — to znamena, Ze naf&Seni X, je formali shodné

S rovnici postupného vlgni v bodové&adk.

Veli¢ina g je pak ekvivalentni Uhlovému vingu vireni, ktery jsme definovali v minulé kapitole (je

pouze jinak ozngen, aby se odliSil od konstanty pruzné sily) :

a _ 2lnlf _ 20n

q=—-= = uhlovy vina‘et
C C A

V8echny integréni konstanty (parametry Wni) - A, @ a ( - se utuji z konkrétnich okrajovych
podminek. V dalSiclidadcich prodiskutujeme souvislost mezi a ( , kterou zjistime kdyz dosadime

feSeniX,, do pohyboveé rovnice. Nejprve derivujme potteu :

d%n _ Alp i lwd-ab@) 5

dt
A druhou derivaci :
2 .
dd );n - Aﬁl[ﬁfum—qm@)mlw)Z - _ a)ZD(n
t

Jest potrebujeme sotet sousednich vychylek :
Xoeg + Xo_q = A|:e|[(a[t—q[(n+1)[a) + AEel[(a[t—q[(n—l)[a)
Po vytknuti dostaneme :

Xoaq + X0 g = AEei[(a[t—q[n[a)[d otilaa e—i[q[a) = x, 00 etilga 4 e—i[q[a)

Nyni uz mizeme dosadit do naSi pohybové rovnice :



2
mM = - k[ﬂZXn— (Xp+1 Xn—l))

dt?
Tedy dostaneme :
mi - sz(n) _ k[ﬁZXn— X, [ etildla e—i[q[a))
Po vykraceni vychylkou :

_ mDDJZ _ k|]e+i[q[a— 2 + e—i[q[a)

Zavorku na praveé stranze vtipre prepsat pomoci kvadratu stu jako :

,io@  _ig@)?
-mh =kQle 2 —-e 2

A dale vyuzijeme Euléiv vztah :

'@ - % = cosg + i@na - (cosa - iGina) = 20Gng

Dostaneme tedy :
2
- mA = k[ﬁzmasin %) = k[2m)? mn? 92 = - 4k@En? 2
Po vydleni rovnice (- M) mazeme odmocnit a dostaneme (smysl maji jen kladmindty Ghlove

frekvence) :
_ K Man d@
w = ZE{/%E‘]SW] 7‘ disperzni relace

Tento vztah definuje mozné hodnoty uhlové frekvehoeata (vin), které se mohu & fettzcem

v zavislosti na jejich Uhlovém viitu :

w = w(q)

Pozn. : Uvéazime-li vztahy, které plati pro uhlovou frekeea Uhlovy vinget :

q:ﬁ:2[n[f:2[n a):ZDTDf:ZDTEE
C C A A

Potom je rejmé, Ze disperzni relacecuje zavislost fazové rychlostt na vinové délcé vinéni : Pouze

v piipad, Ze jde o imou Ungru :

a = konstlq



bude fazova rychlost konstantni (a rovna konstatitmé ungry). V kazdém jiném fipact je tato rychlost
néjakou funkci vinové délky — jako n#glad rychlost setla ve skle — kdy pak na skkmém hranolu
muzZeme pozorovat optickydisperzni jev— paprsky @iznych barev se ohybaji podznymi thly - vznika
swtelnéspektrum

Grafické znazoréni této rovnice nam daébé dokumentuje jeji vlastnosti : funkce na praverstije

definovana na_celém intervalkedlnych ¢isel od minus do plus nekama a v pronsnné ga/2 je

periodickas periodourn .
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1. Brillouinova zéna

Proto jedné hodna&tuhlové frekvence odpovida nekén& mnohohodnot uhlového vintu, kladnych i

zapornych, které ovSem, jak si ukazeme, vedoudipésnu fyzikalnimueSeni:

Predpokladejme witou Ghlovou frekvenciv a ozname gFislusnou hodnotu promnéda/2 z intervalu

napravo od nuly (0, 71/ 2) jako:

Z této rovnice vypditame :

ga = 2z

= Z

qa
2

Dosadime do fazového zpad :
glnla = nlga = nl2z

A muzeme vyjadt kmity hmotnych bod :

X, = A@i[(a[t—q[n[a) _ Aaai[(a[t—znz)

Dostali jsme tim rovnicpostupného vléni s thlovym vingtem q , které se &i po linearnimretézci

v kladném sméru osyX .




Z davodu periodinosti disperzni relace vSak stejné uhlové frekvencprisluSi i nekonéné mnoho

dalSich hodnot prosmné ga/2, které se lisi libovolnym nasobkem (I je libovolné celé kladné&islo) :

98 — ;i
2

Z této rovnice rovéZ vypaiitame :
ga = 2z = 2|7 , kdel je libovolné celé kladn&slo
Dosadime do fazového zpad :

glnla = nlga = nl2z £ n(2ln

A muzeme opt vyjadit kmity hmotnych bod:

X, = Afpillat —dn@) _ A gillelt -2nzF 2nl 7)

Rozdlime exponencielu @ostaneme_stejnou_rovnici, ktera tedy popisuj

stejny fyzikalni stavetézce (stejné postupné mi):

X, = Aﬁi[(a‘[t—znz)@i[(izmn) _ AEei[(cc[t—znz)

Neba n i | jsou cel&isla a tedy pro libovolny nasobeRz , kladny i

zaporny, se druha exponenciela rovna jedné :

eilF2n17) = cos(ronlzm) + iGn(F2nin) =1 + i

Ale dale — pro stejnou Uhlovou frekveneb zvolme gislusnou hodnotu proinné ga/2 z intervalu

nalevo od nuly, ti. ( —72/2, 0) - zdivodu symetrie funkce sinus bude tato hodnota stejlea

opaného znameénka

Z této rovnice oft vypccitame :

ga = - 2z

- Z

qa
2

Dosadime do fazového zpad :
ginfa = nlqa = — nl2z

A opét vyjadiime kmity hmotnych baod:

X, = A@i[(a[t—q[n[a) — Aﬁi[(a[Hznz)

A pozor — rovnice je uz jina — popisuje proto tgkéu fyzikalni situaci :




Je to sice také rovnicgostupného vigni o stejné frekvenci amplitud, ale faze kmii ma opé&né

znaménko — neni to tedy fazové zpa#dkmitd hmotnych bod, které jsou nd&etzci vice vpravo, ale

fazové pedbihani- to zjev nastane, jestlize se ¥imi naietzci Siri opatnym smérem (zprava doleva,

V zaporném sgru osyX).

Opst  ktéto hodnat promenné qa/2 pati jeS€ nekongné mnoho daldich hodnot , které se lisi

libovolnym nasobkenr :

ga = -7+ | T Analogickym vypdtem opét ukaze, Ze se kmity hmotnych Hkic
2 nezneni.

Vypocitame :

ga =2n — 2z

Dosadime do fazového zpai :

ginlfa = nlga = nl2n - nl2z

A vyjadiime kmity oscilatat :

X, = Afpillatt—ania) _ A gillalt-2n7+2n2)

Rozdlime exponencielu a jako v minulém odstavcdéyeji druh&ast

rovna jedné - dostanemedbpovnici pro opané postupujici vigni :

Xn — A@i[(&.[t‘FZnZ)@i[(_znﬂ) — A@i[(&.[t‘FZnZ)

Celkem :

Dokazali jsme, Ze wetzci linearnich harmonickych oscilatonedochazi ke zémé ¢casového prbéhu

kmitd — meni se pouze faze kniit a vznika takpostupné vl@ni , které se pdetezci mize Sfit obéma

moznymi sneéry (orientacemi).

Pritom k popisu vSech fyzikanodliSnych kmitavych stdv fetzce vystdime s hodnotami proénné
ga/2 jen z prvni Brilouinovy zény, tj. z interval{—71/ 2, + 71/ 2).

Tedy z intervalu thlovych viria :

T Vi
-—— =< (q £ +— o )
a a prvni Brilouinova zéna




Pomn. 1

Pozn. 2 :

vvvvv

. Nalevo i napravo od 1. Brilouinovy zony pak pakiji jeji vysSirady, ve kterych se
vSak fyzikalni stavyrettzce jen opakuji. V teorii akustickych kripevnych latek je
pojem Brilouinovych zon velmitdezity, u prostorovych struktur realnych krystavori

tyto zoény ovSem slozité trojrozimé Utvary.

VSimréme si je&t jedné zajimavé vlastnosti kritetézce :Zatim jsme pouzilitdezité

vlastnosti funkce sinus — perigdbstia symetrieje to ale také funkce omezenge tedy

také omezena i uhlova frekvence kimit jeji mozné hodnoty proto lezi v intervalu odynul

do maximalni hodnotydané maximalni hodnotou funkce sinus) :
— Kk
“m = 2001

Retézec oscilatak tedy mizeme tedy také povazovat za jakysi filtr, propgigt pouze

frekvence z uvedeného intervdl, &, ) -

Ke stanoveni konkrétnich hodnot uhlové frekvenaghpvého vindgtu postupného vini je pak dale

nutno aplikovat fislusnéokrajoveé podminkyetézce - tj. jeho ,navazani* na okolni realgkesa.

(konec kapitoly)
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