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Biografie:

Alexander Michailovi¢ Ljapunov se narodil v Jaroslavli. Jeho otec byl
feditelem tamnégjSiho Demidovského lycea a zabyval se astronomii a diky tomu
m¢éla rodina Ljapunt velkou knihovnu. Alexander a jeho dva bratfi - Sergej a
Boris dostali zékladni vzdélani doma. Matka Sofie Alexandrovna ucila déti
humanitnim védam, hudbé a literatute, otec je ucil matematice a zemépisu.
VSichni tfi synové se stali slavnymi ve svych oborech: Alexander jako
matematik, Sergej jako skladatel a Boris jako slavista.

Kdyz bylo Alexanderovi jedenact let, tak jeho otec zemtel a ne dlouho poté se
rodina ptesté¢hovala do NizSiho Novgorodu, kde v roce 1870 Alexander
nastoupil do tietiho rocniku gymnazia Niz§iho Novgorodu a na podzim roku
1876 ho dokoncil a ziskal zlatou medaili za vynikajici prospéch. Jiz v 19 letech
znal latinu, fe¢tinu, francouzstinu, angli¢tinu a némcinu.

Na podzim roku 1876 nastoupil Alexander na univerzitu v St. Petersburgu na
katerdu ptirodnich véd Fyzikalni a matematicke fakulty, ale po mésici ptesSel na
katedru matematiky. Ljapunova diplomova prace byla vénovana problému P.L.
ChebysSeva o rotaci tekutiny kolem osy. Po publikaci diplomové prace se v
matematickém svété stal slavnym. Reseni problému bylo uznano jako brilantni
a originalni.

V Charkové byl mlady Ljapunov sam, daleko od svych ptibuznych a od své
milované Natashy, Natalie Rafailovny Secenové. Byli pratelé jiz od détstvi a
pfestoze to byla jeho sestienice, tak se stala jeho zivotni laskou. Béhem
zimnich prazdnin se dostal do Petrohradu, a 17. lednal886 se s Natalii vzali. V
¢ervnu 1886 cestovali Némeckem, Svycarskem, Rakouskem a Srbskem. Srbsko
navstivili kvlili Natase, ktera se zabyvala pieklady ze srbstiny a chtéla se setkat
se srbskymi filology a spisovateli. Alexander se musel setkat se zahrani¢nimi
matematiky. Do té doby se bavil pouze se slavnym Henri Poincarem.

Zacal vyucovat na Charkovské univerzité na katedfe mechaniky. M¢l jasny a
piesny styl prezentace materialu, vysoka védecka uroven a skromnost ho ¢inila
velmi oblibenym v prostorech Charkovské univerzity.

Na Charkovské univerzité¢ Ljapunov kombinuje vyuku s védeckou praci. Jeho
doktorska prace byla vénovana teorii pohybové stability. Ve 35 letech ¢ili rok
poté, co obh4jil svoji doktorskou praci se stal profesorem na Charkovské
univerzité, kde je pfidélen ke kurzu pravdépodobnosti. V této oblasti zacal
vyzkum a diky tomu je nyni po ném pojmenovand véta, kterou dokézal za
mnohem obecnéjSich podminek nez jeho predchiidci.

V roce 1894 zemfel Pafnuti L. ChebySev, vynikajici rusky védec, Ljapunoviiv
ucitel. Ljapunov ho obdivoval a ve vzpomince na svého ucitele vénoval ¢lanek
a také prelozil tii dila z francouzstiny.



Vynikajici védecké vysledky, které Ljapunov ptedal svétu jsou uzndvany
Akademii véd a 44-lety profesor profesor na Charkovské univerzité se stava
akademikem na katedfe aplikované matematiky. Charkovskd matematicka
spolecnost ho prohlaSuje za svého Cestného Clena. Po 17 letech ukoncuje své
pusobeni na Charkovské univerzité a 45-lety akademik se sté¢huje do
Petrohradu.

V hlavnim mésté se Alexander podili na velkém projektu vydavatelskych praci
velkého Leonarda Euulera, progresivniho ruského akademika, ktery podepsal
“poznamku 342 védcl”, kterou poslal prezidentu Akademie véd Konstantinovi
Konstantinovici. Bylo to dlstojné odmitnuti akademik velkokniZete.

Na IV. mezindrodnim matematickém kongresu, kde byl Ljapunov vyslan
Akademii véd, mél jako doprovod svoji Zenu. Po kongresu se vydali na cestu
po Italii, Rakousku, Némecku a dnesnim Polsku. V Petrohradu zil Alexander s
Natalii v akademickém domé na biehu Névy. Jeho Zena, které zesldbly plice,
potiebovala mirngjsi klima. Lékafi jim doporudovali Svycarsko. Nékolik dni
7ili na bfehu Zenevského jezera, ale nakonec se vraceji do Ruska, kde se
st€éhuji na vesnici. V roce 1913 se pfesunuli na jih. Motsky vzduch, jizni klima
bohuzel jeho lasce moc nepomohl. V Odése zil par s Alexanderovym bratrem
Borisem, profesorem slovanské filologie na Odessové€ univerzit¢.

V Cervnu 1917 se zdravi Natélie zhorSilo tak, Ze uz mohla jen lezet. Nemohli se
vratit do Petrohradu, doslo k revoluci a zacala obcanska valka. Kvuli
nedostatku financ¢nich prostfedkl byl Alexander pozvan na univerzitu v Odése
a na podzim roku 1918 zacal ptfednéset a diky tomu ziskal plat profesora.

Zde pokracoval ve své védecké praci ztézka, jelikoz ho tizilo védomi, Ze se
jeho Zena nevyléc¢i a zanedlouho zemte. 31. fijna Natdlie zemfela. Alexander
ztratil divod Zzit, postielil se a 0 3 dny po smrti jeho Zeny 3. listopadu umira.
Spolu byli pohibeni ve stejném hrobé¢.

Tragicky skoncil zivot velkého ruského matematika Alexandra Michailovice
Ljapunova. Jeho jméno je spojeno se vznikem moderni teorie rovnovazné
stability, teorie rotac¢nich €isel rovnomérné proudici tekutiny a teorie stability.



Odkaz dila:

Ljapunova teorie stability

Uvazujeme nafizeny dynamicky systém, modelovany rovnici

x(t)=f{x(e) ¢} 3.
1)

nebo jedna-li se o autonomni systém, rovnici

x(t)=1(x{¢}) (3.2

Budeme vysetfovat podminky, za kterych bude rovnovazny stav systému ¥ stabilni.

O funkcich Jit) predpokladejme, Ze jsou spojité a Ze maji spojité derivace podle

proménnych (=12.2) :

xX(f]=xlx,.4,,¢ v R . . o - N
Necht’ (£) = x(x0.8.) pfedstavuje feSeni stavové rovnice v Case ¢ pii pocatecnich

podminkach Xy Gase . Nejprve budeme definovat stabilitu rovnovazného
stavu.




Obr. 3.1

Podle Ljapunova je rovnovazny stav * nefizeného dynamického systému

stabilni, jestlize pro kazdou redlnou hodnotu £>0 existuje takové redlné cislo

d=d{e.4)>0 , pro které plati, Ze pfi

by -5< 0 N
||X{XD,£U,£}—i =5 pro LA (33)
Symbolem " ” je oznacena norma matice. Smysl tohoto tvrzeni je patrny z obr. 31a.

Rovnovéazny stav je stabilni, kdyZ po malém vychyleni z tohoto stavu (vlivem
,poruch® amplitud nebo fazi) ziistane trajektorie zastupujiciho bodu systému v okoli
€ rovnovazného stavu. Podle této definice nemusi trajektorie zastupujiciho bodu

v ¢ase £ % nutné dosdhnout rovnovazného stavu X | ale musi setrvat v predepsané
blizkosti tohoto stavu.

Rovnovazny stav autonomniho systému je asymptoticky stabilni, je-li stabilni

ve smyslu Ljapunovy definice a kazdy pohyb, vychazejici ze stavu ™0 | dostatecnd
blizkého stavu X | konverguje v ¢ase £ % ke stavu ¥

Stabilitu periodického feseni budeme chépat jako stabilitu pohybu podél urcité
trajektorie, kterou je v ptipadé¢ periodickych feSeni limitni cyklus. Sledujeme, zda bod
P; (reprezentujici okamzity stav systému), ktery se pohybuje po trajektorii blizké
limitnimu cyklu, z{stava trvale ve zvolené oblasti € , kterd obsahuje oblast viz obr.

3.1b. Bod Py, reprezentujici stied oblasti i € se pfitom pohybuje po limitnim

cyklu. Zustava-li pro kazdé £2% pod Py trvale v oblasti, je periodické feSeni ve
smyslu Ljapunovovy definice (3.3) stabilni.

Pii analyze stability odezvy Fizenych (buzenych) systémii je minimalnim
pozadavkem pro stabilitu ohrani¢eny vstup a vystup a stabilita periodického feSeni
nefizené¢ho systému (vCetné stability pocatecnich podminek).

3.2 Urcovani podminek stability pro rovnovazné
stavy systému



Uvazujeme autonomni dynamicky systém, popsany stavovou rovnici (3.2),
kterou lze rozepsat na soustavu rovnic

Jii=_,f;[x1[.ﬁ},x3[.ﬁ], ..... xﬁ[ﬁ}], i=12 »
3.4

kde Ji jsou obecné nelinedrni funkce. Hodnoty rovnovaznych stavovych veli¢in

). 5 (e). A1), dostaneme jako feSeni soustavy rovnic

3.5

Nyni definujeme poruchy &) jako malé odchylky od rovnovazného stavu.
Pohyb systému kolem rovnovaznych hodnot stavovych veli¢in pak definuji rovnice:

R(D=RO+ED B O=HOE. R O=RO+E0.

)
Podle Ljapunovovy definice asymptotické stability bude rovnovazny stav
_ _ limx (1) — %
systému stabilni, budou-li splnény relace **= pro vSechny i. Dosadime
Al

vztahy (3.6) do rovnic (3.5). Po rozvinuti funkci do Taylorovych tad v okoli

X o " v o ‘o r vy ’ N
hodnot ™ a po zanedbani vysSich ¢lend rozvoji od druhého fadu vyse, dostaneme
soustavu rovnic

&) =anb () rand )+ +aud (0), i=12.n

nebo struéné v maticovém zapisu



et 3.
7)

kde & [“?],kde R

At
X . . t)= g . ,
ResSeni soustavy (3.7) je zndmé a rovho t)=4 ; po jeho dosazeni do (3.7)
a po vylouceni trividlniho feSeni dostaneme maticovou formulaci problému vlastnich
hodnot matice A:

A=A =0 (3.8

Jak je znamo, tato rovnice ma netrivialni feSeni tehdy a jen tehdy, je-li determinant
matice soustavy roven nule. Ljapunov dokazal, Ze rovmovazny stav systému,

). 5 (), 5 (L),

¢asti vSech vlastnich hodnot A zaporné, tj. kdyz plati

charakterizovany hodnotami je stabilni, jsou-li realné

Re{,?!i} <0, i=1%2. . .n» (3.9

Splnéni nerovnosti (3.9) je totozné s pozadavkem zaporného znaménka redlnych casti
vSech kotenil tzv. charakteristické rovnice, definované jako

det|A - AI|=0 31

0)

kterou lze rozepsat do tvaru



d A +d A+ +d, _A+d, =10 3

11)

Aby nebylo zapotiebi Casto pracné pocitat kofeny polynomu (3.11), byla sestavena
kritéria, podle nichz Ize ur¢it znaménka.

Podle Routh-Hurwitzova Kkritéria budou mit redlné¢ ¢éasti kofend
charakteristické rovnice zdporné znaménka, budou-li:

vSechny koeficienty charakteristické rovnice kladna ¢isla;

budou-li splnény nasledujici determinantni nerovnosti:

Iﬂ?l dﬁ dﬁ
d, d, d,
R I NP L S
1=d =04, =) =0 =y g 4 =
a ] a 2 :
% (3.12

)

Pro systémy s vétSim poctem stupni volnosti je analyza vlastnosti
determinantt (3.12) dosti neptehlednd. Hledaly se proto jednodussi formulace. Tak
napiiklad podle Liénardova Kritéria postaci — pfi splnéni prvé Routh — Hurwitzovy
podminky — aby byly splnény ,,pouze‘ nasledujici determinantni nerovnosti:

A = 00A o=0 A =0, 3.1

3)

kde determinanty & jsou definovany stejné¢ jako v rovnici (3.12). Ilustrujme si
vyloZenou problematiku nasledujicim piikladem.

Analyzujme c¢innost gyroskopického stabilizatoru polohy, znidzornéného na

obr. 3.2. Na ram 2 necht’ piisobi vnéj$i moment M, , ktery ma byt ve svych ucincich

M, = Ku (K = konst )

na gyroskop kompenzovan pomoci momentu vyvozovaného



motorem 4. Toho se dosahne tim, ze potenciometr P, jehoz kontakt C se otaci spolu
s osou 01, oddéli napéti, které se zesiluje v zesilovaci Z a piivadi se na svorky motoru.

M, =Ku=0

(je-1i kontakt C v neutralni poloze, je =0 a také ). Tlumici moment

je roven My = Ru (R - Rayleighova konstanta).

Obr. 3.2

Pohybové rovnice gyroskopického systému na obr. 3.2 jsou:

Av+Bay (v+a)=-M,+M,=-M, +Kv

AU+RE+ Bay (r+a,) =0 3.1

4)

kde vyznam oznaceni je stejny jako v technickych rovnicich gyroskopu a w;, w> jsou

uhlové rychlosti rdmu 1 a 2. Doplnime-li rovnice (3.14) identitou v=u , 1ze zapsat
ve tvaru stavové rovnice fizeného dynamického systému:



o 0 1 0 0
alsllo L& _Bal|l ]| _Baa
& 4 4 || 4
£ Ba Baym - M,
|4 4 i R A i (3.1

S)

Rovnovazné teseni dostaneme, polozime-li stranu rovnice (3.15) rovnu nule. Tim
dostaneme soustavu algebraickych rovnic, kterd ma feseni:

T St T S R A
k (3.1

6)
Mv: mtlml

Systém se ustali na vychylce, kterda mize byt nulova v ptipadé, ze

Koeficienty % matice A, viz rov. (3.7), budou:

R Hay K Hay
ap=ap=ay=az=lag=——.ag=—"——, a3 =— . ;= ——
Ay Ay 4 Ay
Charakteristicka rovnice typu (3.11) bude
2
B
PRI G Y R
(3.1

4 A4 A4

7)

a je zfejmé, ze jeji koeficienty jsou kladné (je to nutné i z fyzikdlnich davodu).
Z determinantnich nerovnosti (3.12) pak plynou nasledujici podminky:



A= s = R>0
4,
g 2
o REal Bk o K
5, 44, A4 Ba,
py= 2% a0 5ak o
4.4 A4,

(3.18)

Na zaklad¢ rozboru vysledkt (3.18) Ize tedy ucinit zavér, ze vhodnou volbou tlumici
konstanty R lze vzdy dosédhnout stability feSeni. Netlumeny systém by byl nestabilni.
Aby se u skutecnych systémil tohoto typu eliminoval vliv uhlové rychlosti @w; na

vychylku *, uziva se dvou stejnych gyroskopi, ulozenych rovnob&zné ve spoleéném

ramu. Pohyb téchto gyroskopt pak je mechanicky vazan.

Vysledky analyzy stability se uplatituji i ve specidlnich odvétvich dynamiky
systému, napiiklad v teorii regulace. Jako piiklad uvedeme Hartnellv regulator,

znazornény na obr. 3.3.

a)
M R B s
[ ] regulovany| w =
m tech. objekt -
VAV
mechanicky
| subsystem H
‘ My
ménic
My ... hnaci moment
Mgy - zatézujici moment
R ... regulator

Obr. 3.3




Parametry potiebné pro vypocet jsou znazornény ve vypoctovém schématu a
predstavuji: m; hmotnost vyvazovaciho zavazi, I; moment setrvacnosti tthlové paky
vcetné zavazi k ose 0;, I moment setrvacnosti paky P k ose 0, m> hmotnost
pfestavovaci objimky, k; tuhost pruziny reguldtoru a k; tuhost vyrovndvaci silu
regulatoru zanedbame.

Okamzitou hodnotu kinetické energie mizeme vyjadrit

{e+fsin.:;:?]2 a’ +%¢2:|+ﬁkg +£uﬁ

Ek(;z,;é)ﬂ[ - 5

M|§

2 W ) 2
nsml[é'+iﬂz] m2+£’zg—2+ﬁﬂf+£k—z
F 2 r 2 2 P (31
9

kdyz jsme polozili
LR .
F=—,smn@=g, cosp=1
r

Potencialni energie systému, oznacCime-li pfedpéti v pruzinach s; a sz, definuje
rovnice:

2
E, {Ez} = &, + 2mglcos g+m,gh +£{.32 +5 ]2 +k—2 Ep +=,
2 2N (3.2

0)

Dosadime-li vztahy (3.19) a (3.20) do Lagrangeovy rovnice II. druhu

d [BEEJ_ OB, | 9, _ .

alan ) e o



dostaneme pohybovou rovnici regulatoru:

(3.2
1)

Tato rovnice je nelinearni, nebot obé proménné, 7 i w, v ni vystupuji
v souinu. Omezime-li se na vySetfovani ,,malych* vychylek kolem rovnovazné

o

polohy @.h , §j. vySetfujeme-li pohyby

@lt)= é+hofe), h()=h+2aft), Ao &, Lh<h a.

22)

lze rovnici (3.21) linearizovat. Regulacni proces linearizovaného systému je totiz
mnohem jednodussi a lze jej prehledné sledovat pomoci blokového schématu na obr.

3.3c. Necht’ se regulované zaiizeni otaéelo v ¢ase £ < 0 Ghlovou rychlosti @ Kdyz

nané v dase {=0 zatne pusobit brzdny moment M le) , zméni se otacky o Aw a
objimka regulatoru se posune z rovnovazného stavu o Ah. Posuv objimky zplsobi
prostfednictvim ménice zvétseni rychlosti hiidele regulatoru, na ktery zacne pusobit
hnaci moment Mpy(?). VeliCiny Aw, Ah a moment Mpy(?) jsou funkcemi Casu a jejich
vzajemnou souvislost miizeme vyjadfit simultannimi diferencialnimi rovnicemi

Lha(t)=Ma(e)-M, ()

haft)= Ak () + Bik(t)+ Chk(t)
Mg (2)= Khk{t)

(3.23)

kde Iz je momentem setrvacnosti hmot, rotujicich s hiidelem reguldtoru a 4, B, C, K
jsou konstanty. Pfitom druhou rovnici soustavy (3.23) definujeme na zakladé rovnice
(3.21).



Derivujeme-li nyni druhou rovnici soustavy (3.23) podle ¢asu a dosadime-li ji
za Aw do prvé rovnice, dostaneme s ohledem na tieti rovnici (3.23) a po upravé:

1| AN (2)+ BAK (2)+ CAR |+ KAk (2) = M, (¢) G
24)

Tti integrani konstanty, nutné pro feSeni této rovnice, ziskdme z pocate¢nich

Aaf0)=hk{0)=Ak{0)=0

podminek, naptiklad . Charakteristickd rovnice modelu

(3.24) ma pak tvar

ﬂf+3f+cf1+§=o

I3 (2.2
5)

O feseni rovnic typu (3.25) je zndmo, Ze maji vzdy jeden kofen redlny.
Podminkou stability feSeni je, aby rovnice (3.25) méla vSechny kotfeny redlné zaporné
nebo jeden koten redlny zaporny a dva kofeny sdruzené s realnou zapornou casti.
Vybér parametrii systému, za kterych je témto poZzadavkim vyhovéno, pak ur¢ime na
zaklad¢ rozboru Routh-Hurwitzovych podminek.



Poznamka:

Pted tim, neZ se Ljapunov oZenil, tak se cely jeho Zivot tocil jen okolo védy.
Nemél problém bdit do 4. az 5. hodiny ranni a ¢asem se obeSel 1 bez spanku.
Diky tomu navenek piisobil uzaviené a zasmusile. Diky svym tvaham si zfidka
vSimal okoli.
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