3. týden

3.1	Pravděpodobnostní vlny mikroobjektu – Heisenbergova relace neurčitosti
Vyjděme z Davisson-Germerova experimentu:
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(x) … veličina, která je jistým, byť zatím neznámým způsobem,
 spjata s elektronem, a která se periodicky mění v prostoru
 na interval délky 
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		(3.1.1)



Z výsledků Davisson-Germerova experimentu víme, že mezi „vlnovou délkou elektronu“  a jeho hybností p platí empirický vztah:
	
 . p = 6.62510-34 [Js]

	

.
	
	(3.1.2)



Z přednášky minulého týdne dále víme, že číslo stojící na pravé straně (3.1.2) není nic jiného než Planckova konstanta h. Ze vztahu (3.1.2) tedy máme:
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p … hybnost elektronu

	




.
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		(3.1.3)



Klíčovým úkolem je nyní prozkoumat veličinu (x) popisující „elektronovou vlnu“ o vlnové délce  (viz 3.1.1) a dát jí přijatelnou fyzikální interpretaci.




Nechť zdroj produkuje za 1 sekundu N elektronů a nechť dN(y) je počet těch z nich, které dopadnou na fotografickou desku do intervalu (y, y+dy). Tento počet je zřejmě úměrný intenzitě zčernání desky v místě y a šířce intervalu:
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		(3.1.4)



Zřejmě platí: 
	

	









,
	

	  
	
	

	

	
		(3.1.5)



odkud plyne, že veličina  může být interpretována jako pravděpodobnost toho, že náhodně vybraný elektron dopadne na fotografickou desku do intervalu (y, y+dy).
Označme tuto pravděpodobnost dP(y). Máme tedy:
	


   (3.1.4)

	

	  

	

	


.
		(3.1.6)







Derivaci    stojící na levé straně (3.1.6) nazýváme lokální hustota pravděpodobnosti v místě y a označujeme ji symbolem (y), tedy:
	

	


.
		(3.1.7)

	lokální hustota pravděpodobnosti
 v místě y



Užitím definice (3.1.7) můžeme výsledek (3.1.6) přepsat ve tvaru:
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Funkci (y) pro všechna  nazýváme prostorové rozložení pravděpodobnosti:
	

(y)lokální hustota pravděpodobnosti v místě y







 0		       y
  y

prostorové rozložení pravděpodobnosti

	








.
		(3.1.9)



Rovnici (3.1.8) můžeme tedy též modifikovat následovně:
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Z experimentu víme, že funkce I(y) má typický průběh, který může vyvolat pouze vlnový charakter elektronu, popsaného zatím blíže neurčenou funkcí (x). S ohledem na rovnici (3.1.10) to znamená, že
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	musí existovat relativně jednoduchý vztah mezi (x) a (y)
	

.
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(3.1.11)



Z geometrie uspořádání Davisson-Germerova experimentu je zřejmé, že proměnné x a y spolu souvisejí vztahem y = konst.x a že vždy můžeme zvolit např. vzdálenost krystalu od fotografické desky tak, aby konst = 1.

Na základě (3.1.11) tedy máme:
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Protože funkce (x) musí odrážet experimentálně pozorované vlastnosti funkce I(x) (viz (3.1.10), x = y), jakými jsou nezápornost, spojitost a hladkost,
	
  I(x)






                 x
	




,


má nejjednodušší realizace korespondence (3.1.12) následující tvar:
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	

 … komplexně sdružená funkce k 
Funkce  elektronové vlny je tedy periodická (obecně komplexní) funkce s prostorovou periodou
  (p = hybnost elektronu), jejíž kvadrát absolutní hodnoty udává prostorové rozložení pravděpodobnosti výskytu elektronu v prostoru.
	







.
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(3.1.13)



Vlně popsané funkcí (x) s vlastnostmi (3.1.13) se říká pravděpodobnostní vlna elektronu.
Protože největší zásluhu na jejím zavedení do fyziky má Louis de Broglie, nazývá se tato vlna v literatuře také často de-Broglieho vlna.
Jelikož závěry Davisson-Germerova experimentu se posléze ukázaly platnými i pro jiné mikroobjekty než elektron (např. pro proton, mezon, hyperon apod.), budeme nadále obecně hovořit o pravděpodobnostních (nebo de-Broglieho) vlnách mikroobjektu.
Z rovnice (3.1.13) můžeme užitím definice (3.1.7) najít pravděpodobnost výskytu mikroobjektu na intervalu :
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	pravděpodobnost výskytu mikroobjektu
na intervalu 



Zřejmě platí:
	
	
,
		(3.1.15)


neboť pokud mikroobjekt existuje, pak se někde v prostoru (-, +) vyskytovat musí (P = jistota).
Dosazením (3.1.14) do (3.1.15) máme:
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		(3.1.16)

	normovací podmínka
pravděpodobnostní vlny



Pokud jde o vlnovou délku pravděpodobnostní vlny, je užitečné porovnat její velikost pro makroobjekt a mikroobjekt:

Případ A – makroobjekt (letící střela z pistole)
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	
m  10-1 kg (stovky gramů)	v  102 (stovky ms-1)

 				o 20 řádů menší
  (3.1.3)			než rozměr at. jádra
				(rjádro  10-15 [m])

vlnové vlastnosti makroobjektu jsou nezjistitelné
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Případ B – mikroobjekt (elektron v atomu vodíku)
	



   Fe = Fdostř
+e	 -e    m

  r
                 v


r  10-10 [m]
   rozměr atomu
	




	
	

v  106 [ms-1]
rychlost elektronu v atomu vodíku
		(3.1.18)

	


	
  10-10 [m]
	




.
	

	(3.1.19)

	 vlnová délka pravděpodobnostní vlny elektronu v atomu vodíku


Dostáváme tedy hodnotu  srovnatelnou s rozměrem atomu r  10-10 [m]:
	

Vlnový charakter elektronu jakožto mikroobjektu při jeho výskytu
je podstatný a zásadní.
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Nyní obraťme pozornost ke konkrétnímu tvaru funkce (x), popisující pravděpodobnostní vlnu mikroobjektu.
Výchozím bodem je 1-dimenzionální monochromatická harmonická postupná vlna:
	

 … vlnová délka
vf … fázová rychlost
A() … amplituda
	




.
		(3.1.21)



Zavedeme-li
	
vlnočet
	
…
	
	




,
		(3.1.22)

	
kmitočet
	
…
	

	
	


můžeme rovnici (3.1.21) přepsat ve tvaru:
	




	





.
		(3.1.23)



Ze vztahů (3.1.22) máme:
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Toto vyjádření fázové rychlosti bude v dalším velmi potřebné. Připomeňme, že fázová rychlost vf je ta rychlost, která vystupuje ve vlnové rovnici:
	


	


.
		(3.1.25)





Z matematiky je známo, že obecné řešení vlnové rovnice (3.1.25) má tvar spojité superpozice vln (3.1.23):
	


	



.
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(3.1.26)



V uvažovaném fyzikálním kontextu tedy rovnice (3.1.26) představuje superpozici pravděpodobnostních vln mikroobjektu (SPVM).
Prozkoumejme, jakou rychlostí se pohybuje maximum SPVM:
Označme xM souřadnici tohoto maxima:
	

(x,t)          xM





   x

 SPVM



Maximum SPVM je charakterizováno extrémem fáze

vzhledem k vlnočtu k (maximální počet monochromatických harmonických vln se skládá ve fázi):
	

	

	

	

	

	

	


	


.
		(3.1.27)



Derivace    na levé straně (3.1.27) je rychlost pohybu maxima SPVM.
Říká se jí grupová rychlost, neboť SPVM je superpozicí (grupou) mnoha monochromatických harm. vln. Grupovou rychlost SPVM budeme označovat vg.



Rovnici (3.1.27) můžeme tedy přepsat ve tvaru:
	


	


.
		(3.1.28)



Tento výraz má již přímý vztah k pohybu samotného mikroobjektu. Víme totiž, že  udává prostorové rozložení pravděpodobnosti výskytu mikroobjektu. Situace je tedy následující:
	
(x,t)
(grupová rychlost SPVM)








 SPVM
(superpozice pravděpod. vln mikroobjektu)





		(3.1.29)

	






p … hybnost
mikroobjektu
m … hmotnost

    xM
prostorové rozložení pravděpodobnosti
výskytu mikroobjektu





	

	MIKROOBJEKT JAKO SUPERPOZICE PRAVDĚPODOBNOSTNÍCH VLN



Z obrázku (3.1.29) je zřejmé, že
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		(3.1.30)



Tohoto vztahu nyní použijeme k odvození relace mezi kmitočtem pravděpodobnostní vlny  a celkovou energií mikroobjektu E.





Upravujeme postupně levou stranu rovnice (3.1.30):
Pro vlnočet k platí:
	

definice                 výsledek
  Davisson-Germ.
   exp. 
	
		(3.1.31)

	
 označení
	
…
	redukovaná
Planckova
konstanta
	


.
	



Pro derivaci  na levé straně (3.1.30) pak postupně dostaneme:
	



	








.
		(3.1.32)



Výsledek (3.1.32) dosadíme nyní do rovnice (3.1.30):
	


		(3.1.33)

	

	



	

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	

  …  kmitočet pravděpodobnostní vlny mikroobjektu
E … celková energie mikroobjektu
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	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(3.1.34)








Porovnejme nyní vztahy (3.1.31) a (3.1.34):
	

p … hybnost mikroobjektu


E … energie mikroobjektu
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Vztahy (3.1.35) můžeme také obrátit:
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Vidíme tedy, že příroda nečiní žádný rozdíl mezi elmag. zářením šířícím se ve vlnách a mikroobjekty částicového typu (např. elektronem).
Obojí mají stejnou podstatu – pouze nám, vnějším pozorovatelům, se zprostředkovaně někdy jeví jako vlny, jindy jako částice (ideální obraz bájného perytona).
Vraťme se nyní k superpozici pravděpodobnostních vln mikroobjektu (SPVM), popsané rovnicí:
	


	



.

	viz (3.1.26)
	



Matematika učí, že je-li funkce A(k) různá od nuly na intervalu , pak funkce  je pro pevné t nenulová na intervalu , přičemž platí:
	


	


.
		(3.1.37)




	
A(k)




 k0 	            k

k


	
(x,t)




    x
 
  x0

 x
	







.



Pro matematicky orientované čtenáře poznamenejme, že důkaz tohoto tvrzení se provádí užitím Parsefalova teorému a Schwartzovy nerovnosti.
Pro fyziku mikroobjektů má výše uvedené tvrzení zásadní význam:
Podle (3.1.31) platí
	



	  

	


	


.
		(3.1.38)



Dosazením (3.1.38) do (3.1.37) tak máme:
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	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(3.1.39)



Veličina p v nerovnosti (3.1.39) je charakteristická hybnostní disperze mikroobjektu („neurčitost“ jeho hybnosti):
	hybnostní rozdělovací funkce





           p
p

	




.



Veličina x v téže nerovnosti je charakteristický rozměr prostorové lokalizace mikroobjektu („neurčitost“ jeho polohy):
	prostorové rozložení pravděpodobnosti výskytu mikroobjektu






               x
x




Nerovnost (3.1.39) říká, že:
	čím přesněji určíme hybnost mikroobjektu (p malé),
tím větší bude neurčitost jeho polohy (x velké),
a naopak.
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x

	
	

	




    p

	




x

	
	



Nerovnost (3.1.39), tj. 

se nazývá Heisenbergova relace neurčitosti (HRN)
a říká, že
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hybnost a polohu mikroobjektu nemůžeme současně určit s menšími chybami než takovými, jejichž součin je zdola omezen hodnotou ;
tato nemožnost je přitom principiální, tj. daná vlnovými vlastnostmi mikroobjektu, nikoli našimi měřícími přístroji; chyby měřících přístrojů se k dolní hranici  přičítají.
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		(3.1.40)



Heisenbergovu relaci neurčitosti lze také modifikovat, a to následujícím způsobem:
Platí:
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	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(3.1.41)

	 ekvivalentní forma HRN



Interpretace nerovnosti (3.1.41) je dvojí:
	
	Energii mikroobjektu a časový okamžik, v němž je tato energie určena, nelze současně zjistit s menšími chybami
než takovými, že jejich součin je zdola omezen hodnotou .
	




;
		(3.1.42)

	
	Reálný fyzikální proces, při němž dochází
ke změně energie o hodnotu E, nemůže
trvat kratší dobu, než je hodnota t taková,
že součin E.t je zcela omezen hodnotou .
	




.
		(3.1.43)



Nyní se podíváme na několik příkladů, ilustrujících důsledky HRN.

Příklad 1 - Neurčitost rychlosti elektronu v atomu vodíku:
Z HRN  máme:
	


		(3.1.44)

	ħ  10-34 [Js]
m  10-30 [kg] (hmotnost elektronu)
x  10-10 [m] (rozměr atomu)

  

	
v   106 [ms-1]

	

.
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	(3.1.45)



Srovnáme-li získanou neurčitost rychlosti v dle (3.1.45) s hodnotou samotné rychlosti v dle (3.1.18), vidíme, že
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v   v
	

,
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	
	(3.1.46)


tj. principiální neurčitost rychlosti elektronu v atomu je řádově stejná jako rychlost sama

	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	hovořit o rychlosti elektronu v atomu vůbec nemá smysl
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		(3.1.47)






Příklad 2 - Prostorová disperze mikroobjektu v čase
Mějme mikroobjekt o hmotnosti m, který je v určitém okamžiku lokalizován v prostoru x0 = 10-10 [m] (např. elektron v atomu).
Ptáme se, jaká bude neurčitost jeho polohy x po uplynutí času t, za předpokladu, že mikroobjekt může z původního prostoru uniknout (emise elektronu z atomu).
Při lokalizaci mikroobjektu v prostoru x0 musí podle HRN být neurčitost jeho hybnosti taková, že 
	



	  

	


	


.
		(3.1.48)



Z (3.1.48) máme pro neurčitost rychlosti mikroobjektu
	


	


.
		(3.1.49)



Po uplynutí doby t nemůže tedy být jeho poloha známa přesněji než s chybou
	

 
   (3.1.49)
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		(3.1.50)



Z výrazu (3.1.50) vidíme, že čím přesněji bude určena původní poloha (x0  0), tím větší bude neurčitost polohy x po uplynutí doby t .
Položme si např. otázku, za jakou dobu t se neurčitost polohy mikroobjektu zdvojnásobí, tj. x = 2x0:





Z nerovnosti (3.1.50) máme nyní konkrétně:
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		(3.1.51)



Pro elektron (m  10-30 [kg]), který byl původně v atomu (x0  10-10 [m]), formule (3.1.51) dává řádově
	


	


.
		(3.1.52)

	doba zdvojnásobení neurčitosti polohy mikroobjektu



	









                 x
 			               



 t = 0	 t = 10-16 s 	t = 210-16 s

prostorová disperze mikroobjektu v čase
Pozn. za 1 mikrosekundu bude x už řádově metry.

	















.



Podívejme se pro zajímavost na prostorovou disperzi makroobjektu v čase (např. kuličku o hmotnosti m = 1 g, jejíž počáteční polohu jsme určili s přesností x0 = 1 mm).
Formule (3.1.51) nyní dává řádově:
	

 kvintilióny let

		(3.1.53)



U makroobjektů je tedy prostorová disperze v čase zcela nezjistitelná!


Příklad 3 - Minimální energie mikroobjektu na dně -hluboké potenciálové jámy
	
			
d
Upot
 



mikroobjekt o hmotnosti m







Uvnitř jámy je Upot = 0, takže
	


	




.
		(3.1.54)



Mikroobjekt se vyskytuje někde v prostoru šířky d, tj. neurčitost jeho polohy je:
	


	

.
		(3.1.55)



Z HRN máme pak pro neurčitost jeho hybnosti:
	



	

	


	


.
		(3.1.56)



Samotná hybnost p musí být aspoň tak velká jako její neurčitost p, tj.
	


	


.
		(3.1.57)







Podle (3.1.54) pak máme:
	


		(3.1.58)

	  

	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	


	



.
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(3.1.59)



Mikroobjekt o hmotnosti m na dně -hluboké potenc. jámy šířky d má tedy minimální energii:
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	


	


.
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(3.1.60)



Řádově pro elektron v atomu:
.
	
    E
		            možné hodnoty
		            energie mikroobjektu
		            v jámě
				              

                0

	
mikroobjekt nelze
v jámě zastavit
(na rozdíl od makroobjektu)



Příklad 4 - Virtuální elektron-pozitronová fluktuace vakua
Uvažujme následující proces:
	a) kreace elektronu a pozitronu z vakua;
b) jejich následná anihilace po uplynutí
doby , kde
m0 je klidová hmotnost elektronu (pozitronu):
	













.
		 (3.1.61)

	
      kreace	                     anihilace
                 m0
               -e

              čas
  vakuum		             vakuum
               +e
                 m0



	
	




Kreací elektronu a pozitronu došlo ke změně energie vakua o hodnotu:
	


	

.
		(3.1.62)



Tato změna trvala po dobu
	


	


,
		(3.1.63)


než obě částice opět anihilovaly.
Pro součin E.t tak dostáváme:
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	


	




.
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(3.1.64)



Pro principiální neurčitosti energie a času však platí Heisenbergova relace neurčitosti:
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	


	


.
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(3.1.65)



Porovnáním (3.1.64) a (3.1.65) vidíme, že v námi uvažovaném procesu je součin E.t ostře menší než principiálně nejnižší možná hodnota .
To ovšem znamená, že uvažovaný proces není reálným fyzikálním procesem. Říkáme mu virtuální (zdánlivá) elektron-pozitronová fluktuace vakua. Znamená to, že uvažovaný proces kreace a anihilace elektron-pozitronového páru proběhl tak rychle, že principiální neurčitost mikrosvěta nedovoluje zjistit, že vůbec nějaká kreace a anihilace proběhla. Avšak pozor! Neznamená to, že takový virtuální proces se zprostředkovaně nějak fyzikálně neprojevuje. Virtuálními elektron-pozitronovými fluktuacemi v nepřetržitém toku časových intervalů  se vakuum polarizuje, a tím pádem silově působí na reálné náboje:
	



vakuum
	
  e      náboj

++++++++++
-----------
polarizované
vakuum

	

	


	

eef   e
efektivní
náboj
	




.
		(3.1.66)



To vede např. k vysvětlení mnohých diskrepancí mezi teorií a experimentem ve struktuře atomů.
  



3.2.	Stacionární stavy mikroobjektů v omezeném prostoru – kvantování fyzikálních veličin
Vraťme se nyní k superpozici pravděpodobnostních vln mikroobjektu (SPVM) a prozkoumejme, jak se taková superpozice chová v omezeném prostoru.
Uvažujme již známý mikroobjekt na dně -hluboké potenciálové jámy:
	

	                   d	






	



Z nauky o vlnění víme:
	

n = 1, 2, 3, …

	
	
	dochází k destruktivní interferenci,
výsledná vlna se zeslabuje,
až úplně vymizí.
	



;
		(3.2.1)

	

n = 1, 2, 3, …

	
	
	dochází ke konstruktivní interferenci,
výsledná vlna se zesiluje,
vzniká stacionární (stojaté)
vlnění.
	




.
		(3.2.2)



Stacionární vlnění se vyznačuje tím, že jeho energie je konstantní. Rovnice (3.2.2) se nazývá podmínka stacionarity. Ty stavy, v nichž pravděpodobnostní vlny mikroobjektu vytvářejí stacionární vlnění, se nazývají stacionární stavy mikroobjektu v omezeném prostoru.
Prozkoumejme nyní stacionární stavy uvažovaného mikroobjektu v jámě:
Do podmínky stacionarity (3.2.2) dosaďme  z výsledku Davisson-Germerova experimentu. Máme tak:
	


		(3.2.3)
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n = 1, 2, 3, …

	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(3.2.4)



Z výrazu (3.2.4) vidíme, že hybnost mikroobjektu p může nabývat jen celých násobků veličiny .
Říkáme, že hybnost mikroobjektu v uvažovaném omezeném prostoru (jámě) je kvantována, přičemž elementární (nejmenší) kvantum této hybnosti je .
Podíváme se na energii mikroobjektu v uvažovaných podmínkách:
	


    (2.3.4)

		(3.2.5)

	   

	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	

n = 1, 2, 3, 4, …

	



.
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(3.2.6)



Z (3.2.6) opět vidíme, že energie mikroobjektu je také kvantována, tj. může nabývat jen celých násobků , přičemž už ne všech, ale jen některých vybraných: n2 = 1, 4, 9, 16, …
Elementární kvantum energie má hodnotu :
	
E

n = 2



n = 1
   0

	






	


kvantové energetické hladiny mikroobjektu
v jámě
		(3.2.7)



S uvážením (3.1.60) snadno zjistíme, že
	


	


,
		(3.2.8)


neboť h   .
Elementární kvantum energie mikroobjektu v jámě je tedy větší než minimální hodnota povolená principiální neurčitostí mikrosvěta, tj. HRN.
Omezeným prostorem pro mikroobjekt je např. i atom. Zde analog podmínky stacionarity (3.2.2) vypadá takto:
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	
n = 1, 2, 3, …
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(3.2.9)




Podmínka (3.2.9) říká, že
	na obvod „trajektorie“ mikroobjektu o poloměru r musí připadnout celý násobek vln. délek  pravděpodobnostních vln mikroobjektu
		(3.2.10)

	


	

	Př.
	


n = 4
r






	



Stacionární vlnění nevyzařuje žádnou energii, takže mikroobjekt se po obvodu příslušné sféry může vyskytovat s časově neproměnným (stacionárním) prostorovým rozložením pravděpodobnosti výskytu:
	





      r



	



	




	





.



Rovnici (3.2.9) se proto říká podmínka existence stacionárních stavů mikroobjektu v atomu.
Poznamenejme, že existence stacionárního prostorového rozložení pravděpodobnosti výskytu mikroobjektu (např. elektronu) v atomu je v souladu se závěrem (3.1.47), že v atomu nemá vůbec smysl hovořit o rychlosti elektronu.
Úpravou podmínky (3.2.9) dostaneme důležitý výsledek o kvantování jisté fyz. veličiny v atomu:
	



	 

	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(3.2.11)





Na levé straně (3.2.11) je průmět momentu hybnosti mikroobjektu do osy otáčení:
	
osa otáčení


 
L0	             


  R
   


 r

	








	









.
		(3.2.12)



Znajíce fyzikální smysl levé strany (3.2.11), můžeme tuto rovnici psát ve tvaru:
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	

n = 1, 2, 3, …

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(3.2.13)

	   kvantované hodnoty průmětu momentu
hybnosti mikroobjektu (elektronu) do osy otáčení



Ze vztahu (3.2.13) vidíme, že elementární kvantum momentu hybnosti mikroobjektu v atomu má hodnotu redukované Planckovy konstanty ħ.
Dá se ukázat, že toto je současně nejmenší možná hodnota momentu hybnosti v přírodě vůbec.
Platí tedy:
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	ħ = elementátní kvantum momentu hybnosti
	

.
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(3.2.14)



Na závěr spočteme ještě energie mikroobjektu (elektronu) v atomu vodíku:
	


		      v
 Fe = Fdostř
+e	 	-e      m

   r




	



atom vodíku



 Podmínka dostředivosti Coulombické síly:
	


		(3.2.15)





 Podmínka kvantování momentu hybnosti (viz (3.2.11)):
	

n = 1, 2, 3, …

	



.
		(3.2.16)



Rovnice (3.2.15) a (3.2.16) představují soustavu 2 rovnic pro 2 neznámé r a v. Řešením této soustavy dostaneme:
	

5.310-11 [m]
charakteristický
poloměr atomu

	





,
		(3.2.17)

	

106 [ms-1]
charakteristická
rychlost elektronu
v atomu
 (v)HRN

	







.
		(3.2.18)



Pomocí takto získaných vztahů spočteme celkovou energii elektronu v atomu:
	

		(3.2.19)

	 	                     
    (3.2.18)                (3.2.17)            13.6 [eV]
  charakteristická energie
  elektronu v atomu

	

	 

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	

n = 1, 2, 3, 4, …
	



.
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(3.2.20)

	  kvantované hodnoty energie elektronu v atomu vodíku



  



3.3	Bohrův model atomu – objasnění mechanismu záření atomů a Zeemanova jevu
Z předchozí kapitoly víme, že elektron v atomu vodíku se může vyskytovat jen v určitých, přesně definovaných (= kvantovaných) vzdálenostech od jádra
	

n = 1, 2, 3, 4, …

	


,
		(3.3.1)


že průmět jeho momentu hybnosti do určitého směru o je rovněž kvantován, a to dle formule
	

n = 1, 2, 3, 4, …

	


,
		(3.3.2)


a že také jeho energie je kvantována:
	
n = 1, 2, 3, 4, …
	


;
		(3.3.3)

	
n = 1


	
n = 2


	










.
		(3.3.4)

	
   +e	                       -e				              -e
 jádro






	
	



O rychlosti elektronu v atomu nemá smysl vůbec hovořit, neboť, jak víme z Heisenbergovy relace neurčitosti, její principiální neurčitost je srovnatelná se samotnou její velikostí.
Rovnice (3.3.1), (3.3.2) a (3.3.3) představují geniální propojení planetárního modelu atomu s myšlenkou pravděpodobnostních vln, konkrétně s faktem, že pravděpodobnostní vlny elektronu mohou konstruktivně interferovat, a vytvořit tak stacionární (stojaté) vlnění, při němž se neztrácí energie. Největší zásluhu na tomto propojení má dánský fyzik Niels Bohr, odtud BOHRŮV MODEL ATOMU (BMA), odměněný Nobelovou cenou. Podle tohoto modelu v poli jádra (+e) existují přesně definované vzdálenosti rn dle (3.3.1), v nichž elektron má přesně definované konstantní energie En dle (3.3.3).
Na rozdíl od planetárního modelu tedy elektron nepadá do jádra a atom jako celek je stabilní, což je v souladu s experimentem.
N. Bohr tak ve svém modelu zachoval základní rysy modelu planetárního (těžké malé jádro + lehký, prostorově rozsáhlý obal), ale současně vysvětlil, proč a jak se může stát, že elektron, ač nabitý a křivočaře se pohybující, nemusí nutně vyzařovat energii, jak žádá klasická Larmorova vyzařovací formule, odvozená z Maxwellových rovnic (viz 1. týden). Vtip je v tom, že elektron jakožto superpozice pravděpodobnostních vln podléhá obecným zákonům teorie vlnění, a může tedy vytvořit onen speciální stav, tzv. stacionární (stojaté) vlnění, kdy energie vlnícího se objektu zůstává konstantní a nevyzařuje se do prostoru.
Bohr tímto způsobem vystavěl pozoruhodný most mezi částicovým pojetím planetárního modelu atomu a vlnovým pojetím záření tohoto atomu (opět analogie vlna-částice  peryton).
	





+e


-e

	

žádné vyzařování energie



 r1
  r2
  +e

E1

E2
	












.
		(3.3.5)

	spojité vyzařování
energie
	 … vlnová délka
pravděpodobnostní vlny
elektronu
	
	

	PLANETÁRNÍ MODEL ATOMU
(zánik za 10-10 s)

	BOHRŮV MODEL ATOMU
(stabilní)

	
	



Jednotlivé hodnoty En, vyjádřené graficky, se nazývají energetické hladiny elektronu v atomu.
Soubor všech energetických hladin tvoří energetické spektrum elektronu v atomu.
Pro atom vodíku tak na základě formule (3.3.3) máme:
	 

    0			n  excitované energetické hladiny



n = 3

   -3.4			 n = 2energetické
spektrum









základní energetická hladina


    -13.6			 n = 1


kvantová čísla



energie [eV]




Energetické spektrum elektronu v atomu vodíku
(= energetické spektrum celého atomu,
neboť žádný další elektron tam není)

	




















.
		(3.3.6)






Protože elektron nacházející se na některé z energetických hladin nevyzařuje žádnou energii, může k vyzáření energie dojít jen při přechodu elektronu z jedné energetické hladiny na jinou s nižší energií:
	
energetická hladina Ek

k

vyzářený foton

(k  n)	   -e
energetická hladina En


n
	






.
		(3.3.7)



Podle zákona zachování energie musí být energie vyzářeného fotonu rovna rozdílu energií, které má elektron na energetických hladinách Ek a En, tj. musí platit:
	

	





.
		(3.3.8)

	kn …  vlnová délka fotonu vyzařeného při přechodu
   elektronu z k-té na n-tou energetickou hladinu

	
	



Máme tedy rovnici:
	


		(3.3.9)
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(3.3.10)

	



	

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	


	



.
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(3.3.11)







Z výrazu (3.3.11) nyní postupně máme:
	
Pro n = 1:
	

k = 2, 3, 4, … 
kompletní souhlas s vlnovými délkami Lymanovy série spektr. čar (viz 1.týden)

	






;
		(3.3.12)

	
Pro n = 2:
	

k = 3, 4, … 
kompletní souhlas s vlnovými délkami Balmerovy série spektr. čar

	






;
		(3.3.13)

	
Pro n = 3:
	

k = 4, 5, … 
kompletní souhlas s vlnovými délkami Paschenovy série spektr. čar

	






;
		(3.3.14)

	
       k  	                    k  		           k  

    k = 4
k = 3		k = 3			  n = 3


k = 2		            n = 2
Balmer		             Paschen
Lyman



   n = 1
	









.
		(3.3.15)



Z výše uvedeného je zřejmé, že Bohrův model atomu (BMA) nejen kvalitativně objasňuje čarový charakter spektrálního rozdělení intenzity záření atomu, ale dokonce kvantitativně reprodukuje vlnové délky pozorovaných sérií spektrálních čar.
Záhada, proč vůbec atomy existují déle než 10-10 [s], jak jim předpovídá klasická fyzika, a proč září ve formě sérií spektrálních čar, byla tedy pomocí BMA zcela objasněna a Niels Bohr zaslouženě cestoval z Kodaně do Stockholmu pro svou Nobelovu cenu.
Nyní zbývá už poslední záhada – Zeemanův jev.
Vložme atom vodíku do magnetického pole o indukci . Vektor  bude určovat osu o, kolem které se atom bude otáčet.


Z 1.týdne víme, že elektron s energií E získá v mag. poli o indukci  přídavnou energii
	

 … magnetický moment proudové smyčky vytvářené elektronem

	




;
		(3.3.16)

	
 

   I
           v
  
           -e
S                       R
I
I

proudová smyčka
	







	








.
		(3.3.17)



Užitím (3.3.17) dostaneme:
	



		(3.3.18)

	

	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	

  
gyromagnetický
  faktor
 (svazuje setrvačné (gyroskopické)
 a magnetické vlastnosti elektronu)

	







.
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(3.3.19)











Dosazením (3.3.19) do (3.3.16) dostaneme pro Emag:
	



Lo … průmět   do směru , tedy do osy o

		(3.3.20)
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(3.3.21)



Průmět Lo je však kvantován podle vztahu (3.3.2), takže výraz (3.3.21) dává:
	


		(3.3.22)
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n = 1, 2, 3, 4 …

	



.
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(3.3.23)



Celková energie elektronu v magnetickém poli pak je:
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	

n = 1, 2, 3, …
	



.
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(3.3.24)



Mějme nyní elektron v atomu vodíku na k-té energetické hladině s energií Ek.
Vložením do magnetického pole o indukci B se podle (3.3.24) tato energetická hladina rozštěpí na soubor hladin:
	

n = 1, 2, 3, 4, …

	



.
		(3.3.25)






Uvažujme nyní přeskok elektronu na některou nižší energetickou hladinu El (l  k), která v mag. poli B je rovněž souborem hladin:
	

  n/ = 1, 2, 3, …

	



.
		(3.3.26)



Frekvence vyzářených fotonů při všech možných přeskocích pak budou:
	








		(3.3.27)

	   

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	


M = 0, 1, 2, …	              
označme 

	




.
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(3.3.28)



Vztah (3.3.28) můžeme ještě vyjádřit pomocí vlnové délky.
Platí:
	


	


,
		(3.3.29)



 takže podle (3.3.29) máme:
	


	


.
		(3.3.30)






Dosadíme-li do levé strany za   výraz      dle (3.3.28), dostaneme:
	



	

	


	


.
		(3.3.31)



Místo (3.3.28) pak můžeme psát:
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	

 M = 0, 1, 2, …

   




	






,
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(3.3.32)


což je plně v souladu s experimentem, včetně závislosti  na  a B dle (3.3.31) – (srov. 1.týden).
Vidíme tedy, že Bohrův model atomu (BMA) dokáže také plně objasnit Zeemanův jev, a to nejen kvalitativně (existence rozštěpení jedné spektrální čáry v mag. poli na několik ekvidistantních spektrálních čar), ale i kvantitativně (velikost rozštěpení má přesně pozorovanou závislost na  a B.
Všech 6 záhad, formovaných v 1.týdnu v souvislosti s aplikací zákonitostí klasické fyziky na jevy odehrávající se na atomární úrovni, je tedy objasněno a nás čeká úkol dát tomu všemu hlubší smysl a řád, což především obnáší formulovat základní pohybovou rovnici mikrosvěta.
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