4. týden

4.1	Schrödingerova rovnice
V této kapitole odvodíme pohybovou rovnici mikroobjektu jako jednoduchý důsledek vlnové rovnice pro jeho pravděpodobnostní vlny. V minulém týdnu jsme si k tomu již připravili potřebné „ingredience“.
1) vlnovou rovnici pro pravděpodobnostní vlnu :
	


	


;
		(4.1.1)



2) vyjádření fázové rychlosti vf pomocí kmitočtu a vlnočtu pravděpodobnostní vlny:
	


	


;
		(4.1.2)



3) vztah mezi vlnočtem pravděpodobnostní vlny a hybností mikroobjektu:
	


	


;
		(4.1.3)



4) vztah mezi kmitočtem pravděpodobnostní vlny a energií mikroobjektu:
	


	


.
		(4.1.4)



Dosazením (4.1.3) do (4.1.2) máme:
	


	



.
		(4.1.5)



Hybnost mikroobjektu p souvisí s jeho energií E vztahem:
	


		(4.1.6)

	   

	


	


.
		(4.1.7)


Ze vztahu (4.1.4) máme , což dosazeno do (4.1.7) dá:
	


	


.
		(4.1.8)



Dosazením (4.1.8) do (4.1.5) nakonec máme:
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.
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		(4.1.9)

	klasická disperzní relace vf = vf(ω,x) pro
vlnu šířící se v nehomogenním prostředí (závislost na x)
	



Vztah (4.1.9) pro vf nyní dosadíme do vlnové rovnice (4.1.1):
	


	



.
		(4.1.10)



Matematika říká, že řešení diferenciální rovnice typu (4.1.10) má tvar:
	


	

.
		(4.1.11)

	(separovatelnost x a t)



Dosazením (4.1.11) do (4.1.10) máme:
	


	



.
		(4.1.12)



Tuto rovnici (po zkrácení ω2) vynásobíme :
	 

	


	


.
		(4.1.13)

	  

	


	




.
		(4.1.14)





	
Platí:
		(4.1.15)

	




	

	 

	


	


.
		(4.1.16)



Dosazením (4.1.16) do levé strany (4.1.14) nakonec máme:
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		(4.1.17)

	rovnice pro pravděpodobnostní vlnu 
mikroobjektu o hmotnosti m majícího
potenciální energii (x) =
SCHRÖDINGEROVA ROVNICE (SR)
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energie







  m
       x

 je řešením SR (4.1.17)

	









.
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Schrödingerova rovnice (SR) je základní pohybovou rovnicí mikrosvěta.
Obsahuje v sobě:
a) reminiscenci (připomínku) částicového chování mikroobjektu:
	

první derivace!

	




;
		(4.1.19)






b) reminiscenci (připomínku) vlnového chování mikroobjektu:
	

druhá derivace!

		(4.1.20)



c) něco navíc, co oba tyto typy pohybu synergicky stmeluje a vytváří tak kvalitativně nový hybrid – částicovlnu resp. vlnočástici (analog ptákojelena či jelenoptáka = perytona):
	
	~
	
není žádný analog v pohybových rovnicích klasické fyziky

	




.
		(4.1.21)



Tři poznámky k pravděpodobnostním funkcím :
	
· Funkce , která je řešením SR, je obecně komplexní, tj. ,

	


















.
		(4.1.22)

	· Funkce 
udává prostorové rozložení pravděpodobnosti výskytu mikroobjektu v čase t a přitom platí:
	
	

	

v každém čase t

	normovací podmínka
	



;
	
	

	· Ze všech funkcí , které jsou řešením SR, se pro popis fyzikálních stavů mikroobjektu hodí jen ty, které jsou všude konečné,
spojité a hladké.
Taková řešení SR se nazývají
VLNOVÉ FUNKCE MIKROOBJEKTU.

	
	



Z odvození SR víme, že  se dá zapsat ve tvaru:
	


ω … kmitočet pravděpodobnostní vlny
E  … energie mikroobjektu

	





.
		(4.1.23)





Máme tak:
	


	


,
		(4.1.24)


což dosazeno do SR (4.1.17) dá:
	


		(4.1.25)

	

	


	



.
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	(4.1.26)

	„BEZČASOVÁ“ SCHRÖDINGEROVA ROVNICE (BSR)



BSR určuje:
	· jakou celkovou energii E může mít mikroobjekt
mající hmotnost m a potenciální energii ; 
· jaké je prostorové rozložení pravděpodobnosti výskytu mikroobjektu  ve stavech s touto energií E
(tzv. stacionárních stavech).

	





.
		(4.1.27)



Nyní přejdeme k další kapitole, v níž si ukážeme nejjednodušší aplikace BSR.
  



4.2	Řešení Schrödingerovy rovnice v jednoduchých případech
1. případ – Stacionární stavy volného mikroobjektu
Stacionární stavy  použijeme „bezčasovou“ Schrödingerovu rovnici (BSR) (4.1.26).
Volný mikroobjekt  potenciální energie .
Dosazením  = 0 do (4.1.26) tak dostáváme:
	


		(4.2.1)

	   

	


A, B … libovolné konstanty

	





.
		(4.2.2)



Celková vlnová funkce mikroobjektu pak s ohledem na (4.1.24) má tvar:
	


E … energie volného mikroobjektu
p … hybnost volného mikroobjektu


	







.
		(4.2.3)

	vlnová funkce stacionárního stavu
volného mikroobjektu s energií E
	



Schématická vizualizace vlnové funkce (4.2.3):
	



		              B







	



+    A







	








.
		 (4.2.4)



Mikroobjekt jako celek nemá určitou hybnost. Pohybuje se částečně doprava s hybností (+p) a částečně doleva s hybností (-p).


Kam se pohybuje víc, záleží na poměru velikostí A a B:
	       A  B
	…
	převažuje pohyb doprava
	







.
		(4.2.5)

	A  B
	…
	převažuje pohyb doleva
	
	

	A = B
	…
	objekt stojí, dochází pouze
k jeho prostorové disperzi v čase
	
	

	
	
	




	
	



V případě, že některý z koeficientů A, B je roven 0, pohybuje se mikroobjekt s určitou hybností buď doprava nebo doleva:
	    
   B = 0
	
…
	


	
              (+p)

…
	





.
		(4.2.6)

	  

   A = 0
	

…
	


	
(-p)

…
	
	



Soustřeďme se nyní právě na tuto situaci a uvažujme mikroobjekt pohybující se s hybností (+p) v kladném směru osy x. Mikroobjektu postavme do cesty clonu se dvěma malými otvory ve vzájemné vzdálenosti d (tzv. diafragmu). Ve vzdálenosti l od diafragmy (l  d) umístěme fotografickou desku schopnou zaregistrovat přítomnost mikroobjektu:
	
l


d


     diafragma	fotogr. deska

	





.
		(4.2.7)



2 zásadní otázky:
	
· jaké bude prostorové rozložení pravděpodobnosti výskytu mikroobjektu na fotograf. desce po průchodu mikroobjektu diafragmou?
· jak se toto rozložení změní, určíme-li, kterým 
z otvorů diafragmy mikroobjekt prošel?

		(4.2.8)








K otázce :
	
s1

v
1

y

  
			s2
p	                 2		  

  

  l


		(4.2.9)



Následkem „provlnění se“ mikroobjektu oběma otvory diafragmy se původní vlna  rozštěpí na dva koherentní komponenty  a , které pak spolu interferují na výslednou vlnu .
Zřejmě platí:
	



		(4.2.10)

	 

	


		(4.2.11)

	 

	


		(4.2.12)

	 

	





		(4.2.13)

	 

	

	


.
		(4.2.14)



Trochu elementární geometrie (Pythagorova věta) dává:
	



		(4.2.15)

	

	


		(4.2.16)

	

	


	


.
		(4.2.17)



Dosazením (4.2.17) do (4.2.14) máme kýžené prostorové rozložení pravděpodobnosti výskytu mikroobjektu na fotografické desce:
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.
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		(4.2.18)

	
	
y










	





	


vzdálenost dvou sousedních maxim
	
	
	



K otázce :
Chceme-li určit, kterým otvorem diafragmy mikroobjekt prošel, nesmí neurčitost jeho polohy na diafragmě převyšovat hodnotu :
	


y		 
 



	






.
		(4.2.19)





To však podle HRN vede k neurčitosti hybnosti mikroobjektu:
	



	

	


	


.
		(4.2.20)



Tato neurčitost hybnosti však vyvolá neurčitost polohy mikroobjektu na stínítku y´:
	

   l



diafragma			            ym


       py 	      y´

   p


	









.
		(4.2.21)



Elementární geometrie dává:
	


	


.
		(4.2.22)



Dosadíme-li sem za py podle (4.2.20), máme:
	


	


.
		(4.2.23)



Porovnáme-li tuto hodnotu se vzdáleností 2 interferenčních maxim ym dle (4.2.18), dostaneme:
	


		(4.2.24)
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;
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	(4.2.25)


což znamená, že interferenční obraz na fotografické desce je značně rozmazán.
Určení, kterým otvorem diafragmy mikroobjekt prošel (tj. omezení jeho polohy) tedy vede ke zničení interferenčního charakteru . Mikroobjekt se v tomto případě projevuje spíše jako částice než vlna.
Když však jeho polohu nijak neomezujeme, tj. necháme-li jej současně procházet oběma otvory, pak se naplno projeví jako vlna, schopná rozštěpit se na 2 koherentní komponenty, které spolu interferují.

2. případ – Stacionární stavy mikroobjektu v omezeném prostoru -hluboké potenciálové jámy
Nyní se vrátíme k bezčasové Schrödingerově rovnici a aplikujeme ji na mikroobjekt, který už nebude volný, ale bude se nacházet v potenciálu
	
	
	
	pro
	x  0
	










.
		(4.2.26)

	 =
	
	0
	pro
	0  x  d
	
	

	
	
	
	pro
	x  d
	
	

	
            	        




	0	d	        x

	
	

	- hluboká potenciálová jáma
	
	



Tam, kde je     , se mikroobjekt vyskytovat nemůže, takže
	
pro   x  0   a   x  d

	 	(4.2.27)

	  

	
Nenulová může být funkce  pouze pro 0  x  d.

	


.
		(4.2.28)



Požadavek (4.2.27) klade na ≠ 0; 0  x  d následující okrajové podmínky: 
	


	


,
		(4.2.29)

	


	


.
		(4.2.30)






Tam, kde je  ≠ 0 tj. 0  x  d, je  = 0, takže bezčasová Schrödingerova rovnice (BSR) má tvar:
	


	


.
		(4.2.31)



Zaveďme označení
	


	



,
		(4.2.32)


takže z rovnice (4.2.31) máme:
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A, B … libovolné konstanty

	


.
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		(4.2.33)



Až ke vztahu (4.2.33) je to stejné jako u volného mikroobjektu. Nyní však vstoupí do hry okrajové podmínky (4.2.29) a (4.2.30).
Podmínka (4.2.29) dává:
	


		(4.2.34)
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		(4.2.35)



Dosazením (4.2.35) do (4.2.33) máme:
	


		(4.2.36)

	   

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
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	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(4.2.37)





Na funkci (4.2.37) dále aplikujeme okrajovou podmínku (4.2.30):
	


		(4.2.38)



Máme tedy:
	


		(4.2.39)

	  

	


	

.
		(4.2.40)



Dosadíme-li do (4.2.40) za k podle (4.2.32), dostaneme:
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  k

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(4.2.41)

	sekulární rovnice pro možné hodnoty energie E mikroobjektu o hmotnosti m v -hluboké potenciálové jámě šířky d
	



Řešení rovnice (4.2.41):
Argument sinu rovného 0 musí splňovat:
	

n = 0, 1, 2, 3, …

		(4.2.42)
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n = 0, 1, 2, 3, …

	



.
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		(4.2.43)



Protože už dříve jsme na základě Heisenbergovy relace neurčitosti (HRN) zjistili, že 
	

viz (3.1.59-60)

	



,
		(4.2.44)


je hodnota n = 0 v (4.2.43) vyloučena.
K témuž závěru můžeme dojít i v toku prováděných výpočtů (tj. bez explicitního použití HRN), a to takto:
	
n = 0
	


(4.2.43)
	
E = 0
	


(4.2.32)
	
k = 0
	


(4.2.37)
	
  
	
,
	




.
		(4.2.45)

	což je ve sporu s tím, že uvnitř jámy je 

	
	



Vidíme tedy, že HRN je implicitně zabudována v matematickém formalismu Schrödingerovy rovnice.
Vrátíme se nyní k rovnici (4.2.43) a užitím podmínky n  0 tak dostáváme:
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	

n = 1, 2, 3, …

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(4.2.46)

	kvantované hodnoty energie mikroobjektu
o hmotnosti m v -hluboké potenc. jámě šířky d



Uvážíme-li, že , můžeme výraz (4.2.46) upravit na tvar
	

n = 1, 2, 3, …

	



,
		(4.2.47)


který souhlasí s výrazem (3.2.6), odvozeným ve 3. týdnu užitím podmínky stacionarity pravděpodobnostních vln mikroobjektu v jámě.
Vidíme tedy, že i tato podmínka stacionarity je implicitně zabudována v matematickém formalismu SR.
Množina všech kvantových hodnot energie En tvoří energetické spektrum mikroobjektu v uvažované jámě:
	
energie
n = 4	E4



n = 3	E3


n = 2	E2
n = 1	E1
0

	
	






 excitované energ. hladiny




 základní energ. hladina
	














.
		(4.2.48)


Ke každé hodnotě energie En dle (4.2.46) nyní najdeme vlnovou funkci  příslušného stacionárního stavu mikroobjektu v jámě.
Užitím (4.2.32) nejprve spočteme:
	



	







.
		(4.2.49)



Dosazením (4.2.49) do (4.2.37) pak dostaneme:
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		(4.2.50)



Pro prostorové rozložení pravděpodobnosti výskytu mikroobjektu v n-tém stacionárním stavu odtud plyne:
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		(4.2.51)



Konstantu  určíme z normovací podmínky:
	


	



.
		(4.2.52)



Dosazením (4.2.51) do (4.2.52) dostaneme 
	


		(4.2.53)
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		(4.2.54)




Dosazením (4.2.54) do (4.2.51) nakonec máme:
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n = 1, 2, 3, …
0  x  d

	




.
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(4.2.55)

	prostorové rozložení pravděpodobnosti výskytu mikroobjektu
v -hluboké potenciálové jámě šířky d



Na závěr si můžeme schématicky znázornit první dva stacionární stavy mikroobjektu v uvažované jámě:
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               2(x)
 
E2		            n = 2
  d

               1(x)
 
E1		            n = 1
  d

	







	


1. excitovaný stav



základní stav
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		(4.2.56)
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