6. týden

6.1	Ehrenfestův teorém
V této kapitole si ukážeme, že střední hodnoty kvantových veličin se chovají klasicky, a umožňují tak přímou souvislost mezi kvantovou a klasickou fyzikou, včetně podmínek, kdy lze ještě použít fyziku klasickou, a kdy už je nutno pracovat s fyzikou kvantovou.
Vyjděme ze střední hodnoty výsledků měření nějaké veličiny A popsané lineárním hermitovským operátorem :
	


	




.
		(6.1.1)



Spočteme nyní časovou derivaci této střední hodnoty:
	




	









.
		(6.2.1)

	věta o derivaci integrálu podle parametru

	
	



Dále použijeme pravidlo derivace součinu:
	


	





.
		(6.1.3)



Dosazením (6.1.3) do (6.1.2) máme dílčí mezivýsledek:
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(6.1.4)



Vlnová funkce  popisuje nějaký fyzikální stav, což znamená, že musí být řešením Schrödingerovy rovnice
	


	


.
		(6.1.5)


Odtud postupně máme:
	


		(6.1.6)

	 

	


	


.
		(6.1.7)



Dosazením (6.1.6) a (6.1.7) do (6.1.4) dostaneme:
	

 			                    



(neboť  je hermitovský)
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.
	(6.1.8)



Máme tak závěrečný výsledek:
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
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	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(6.1.9)



Tato rovnice je klíčová pro odvození 2 Ehrenfestových vět, jejichž kombinací vznikne Ehrenfestův teorém, který pak názorně demonstruje to, co bylo avizováno v úvodu kapitoly.



Vyjděme tedy z rovnice (6.1.9) a za veličinu A postupně zvolme 2 základní mechanické veličiny – souřadnici x a hybnost p:
· A = x
Rovnice (6.1.9) pro A = x má tvar:
	


		(6.1.10)



Pro komutátor  na pravé straně (6.1.10) máme:
	

 


	








.
		(6.1.11)



Komutátor  jsme však užitím kvantovací podmínky odvodili v 5.týdnu, a to ve tvaru:
	


	


.
		(6.1.12)



Kombinací vztahů (6.1.10) – (6.1.12) tedy dostáváme:
	


	



.
		(6.1.13)

	  

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	


střední hodnoty kvantové
polohy a hybnosti
splňují klasický vztah mezi
rychlostí a hybností



	










.
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(6.1.14)

	   PRVNÍ EHRENFESTOVA VĚTA






 A = p
Rovnice (6.1.9) má nyní tvar:
	


	


.
		(6.1.15)



Pro komutátor  máme:
	

	








.
		(6.1.16)

	
	
	

	


	
	



Dosazením (6.1.16) do (6.1.15) dostaneme:
	




		(6.1.17)

	  

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	


střední hodnoty kvantové hybnosti a síly splňují
klasickou Newtonovu
pohybovou rovnici
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	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(6.1.18)

	  DRUHÁ EHRENFESTOVA VĚTA



Vyjádříme-li z 1. Ehrenfestovy věty (6.1.14):
	


	


,
		(6.1.19)


a dosadíme-li tento výsledek do 2. Ehrenfestovy věty (6.1.18), dostaneme:
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(6.1.20)


Protože dosud jsme nikde v našich úvahách nenarazili na nutnost uvážení relativistických jevů, můžeme hmotnost mikroobjektu m v rov. (6.1.20) pokládat za konstantní, takže tato rovnice se redukuje na tvar:
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
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	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(6.1.21)

	   EHRENFESTŮV TEORÉM
   (E.T.)



Střední hodnota    , vystupující na levé straně E.T., má zřejmě význam polohy těžiště prostorové oblasti, v níž je mikroobjekt lokalizován:
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x

	















.
		(6.1.22)

	



	
	



Střední hodnota    , vystupující na pravé straně E.T. (6.1.21), je analogicky střední síla působící na mikroobjekt v oblasti jeho výskytu:
	


	




.
		(6.1.23)



Funkce , vystupující ve formulích ((6.1.22) a (6.1.23), je přitom vlnová funkce mikroobjektu, tj. řešení Schrödingerovy rovnice
	


	


.
		(6.1.24)






Rovnice (6.1.21), vyjadřující E.T., neříká nic jiného, než že těžiště prostorové oblasti výskytu mikroobjektu se pohybuje se zrychlením
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	


	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(4.1.25)


tj. podle klasického zákona síly.
Záleží však významně na tom, zda střední síla  může či nemůže být aproximována silou působící v těžišti. Tato okolnost, jak uvidíme za chvíli, určuje právě meze platnosti klasické fyziky.
Význam E.T. pro fyziku:
	
E.T. ukazuje, že klasická mechanika 
je speciálním případem mechaniky kvantové, platným pro střední hodnoty příslušných kvantových veličin.
Klasická a kvantová mechanika nejsou tedy 2 části fyziky, které by platily každá pouze ve své oblasti
(jako např. elektrodynamika a termodynamika).
Kvantová mechanika (a obecně celá kvantová fyzika) dává obecné zákony pohybu objektů, platné v makro-
i mikrosvětě. Klasická mechanika (a obecně celá klasická fyzika) dává takové přiblížení k těmto
zákonům, které je použitelné pouze v makrosvětě, zatímco v mikrosvětě nikoli.

	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(6.1.26)



Ukážeme si nyní význam E.T. pro vymezení podmínek platnosti klasické a kvantové fyziky na jednoduchém příkladu:
· Nechť v oblasti prostorové lokalizace objektu  je síla  taková, že:
	


F
např. katodová trubice (makrosvět)
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x

	








.
		(6.1.27)










Pro střední hodnotu  pak podle (6.1.23) máme:
	







	
















.
		(6.1.28)



Dosadíme-li tento výsledek do E.T. (6.1.21), máme
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	


	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(6.1.29)

	

	 bez problémů lze použít
   klasickou mechaniku!



· Nechť v oblasti prostorové lokalizace mikroobjektu  je síla  silně proměnná:
	


F(x)


x
		
x

	

např. elektron v atomu (mikrosvět)
	






.
		(6.1.30)



V tomto případě
	

silně proměnná
     funkce

	




,
		(6.1.31)


takže k výpočtu  nyní potřebujeme znát explicitní vlnové funkce , a to znamená, že musíme vyřešit Schrödingerovu rovnici . V tomto případě je tedy klasická mechanika nepoužitelná.
  

6.2	Mikroobjekt v potenciálové jámě konečné hloubky – kvantové tunelování
Nyní, když jsme formulovali základní zákonitosti kvantové fyziky mikrosvěta a její vztah ke klasické fyzice makrosvěta, budeme tyto zákonitosti postupně aplikovat na jevy a procesy mikrosvěta, které jsou klasickou fyzikou nepostižitelné.
K nejzajímavějším jevům tohoto druhu patří kvantové tunelování (nebo též tunelový efekt), jež si objasníme na příkladu mikroobjektu v pravoúhlé potenciálové jámě konečné hloubky:
	




oblast     oblast 	oblast 
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0	d			x

	














.
		(6.2.1)

	
	
	
	+
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	+
	
	v oblasti  
	
	



Prostorovou část vlnové funkce stacionárních stavů mikroobjektu s energií E uvnitř potenciálové jámy hledáme ve tvaru:
	
	
	
	…
	oblast 
	




.
		(6.2.2)

	
	
	
	…
	oblast 
	
	

	
	
	
	…
	oblast 
	
	



Na rozdíl od dříve řešeného případu -hluboké potenciálové jámy  nemůžeme nyní  priori předpokládat, že vlnová funkce je v oblastech  a  identicky nulová.
Všechny možné vlnové funkce a jim odpovídající energie stacionárních stavů E hledáme řešením rovnice:
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(6.2.3)








Dosazením Hamiltonova operátoru  dle (6.2.1) a vlnové funkce  dle (6.2.2) do rovnice (6.2.3) dostaneme:
	






	








.
		(4.2.4)



Na funkce ,  a  jsou z titulu toho, že jejich sjednocení na intervalu  má představovat vlnovou funkci mikroobjektu, kladeny následující okrajové a hraniční podmínky:
Okrajové podmínky:
	




	



,
		(6.2.5)

	jinak by nebylo možno splnit normovací podmínku pro vlnovou funkci, tj.

	


	



.



Hraniční podmínky:
	




	
	spojitost a hladkost 
na hranici mezi obl. 
a obl. , tj. v bodě x = 0
	









,
		(6.2.6)

	




	
	spojitost a hladkost 
na hranici mezi obl. 
a obl. , tj. v bodě x = d
	
	

	jinak by  na celém intervalu  nebyla vlnovou funkcí mikroobjektu.



Řešení soustavy diferenciálních rovnic (6.2.4) při okrajových a hraničních podmínkách (6.2.5) a (6.2.6) vede k následujícím výsledkům:
· sekulární rovnice pro energie E:
	


	



.
		(6.2.7)



· vlnové funkce příslušných stacionárních stavů s energií E:
	
	
	
	





.
		(6.2.8)

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	



Diskuse sekulární rovnice (6.2.7):
Ve speciálním případě  je pravá strana této rovnice , takže 
	


	



,
		(6.2.9)

	 

	;       n = 1, 2, 3, …
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	  n = 1, 2, …
	


,
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(6.2.10)


což souhlasí s dřívějším výsledkem pro energie stac. stavů mikroobjektu v -hluboké jámě (viz 4.týden).
Sekulární rovnice (6.2.7) má tedy správné limitní chování pro .










Při konečném  je sekulární rovnice (6.2.7) rovnicí transcendentní, takže ji nelze vyřešit algebraickými metodami. Spokojíme-li se však pouze s kvalitativními závěry, plne postačí řešení grafické:
	
asymptoty
f(E)
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    0			E3	E4	E






asymptota
g(E)







E1, E2, E3, E4, … hledaná řešení sekulární rovnice,
 tj. energetické spektrum mikroobjektu

	




















.
		 (6.2.11)



Takto získané energetické spektrum mikroobjektu bude zřejmě vždy kvantované. Počet možných hodnot E ve spektru, tj. počet průsečíků křivek f(E) a g(E) závisí na vzájemné poloze těchto křivek, tj. na parametrech d, m, .
Při pevných d a m obecně platí, že jejich počet roste s :
	
       

				E3
			E2     	E2        		
		E1	E1	E1
						n = 1, 2, …, 

	




.
		(6.2.12)



Diskuse vlnových funkcí (6.2.8): 
Máme-li energetické spektrum mikroobjektu, tj. všechna řešení E sekulární rovnice (6.2.7), dosadíme toto řešení do (6.2.8), a máme tak vlnové funkce příslušných stacionárních stavů.







Vlnové funkce  a  jsou dle (6.2.8) reálné, takže pro prostorové rozložení pravděpodobnosti výskytu mikroobjektu v oblastech  a  máme:
	





	















.
		 (6.2.13)

	

		           

1(x)			3(x)


		0	d		x

	
	



V oblasti  je vlnová funkce (6.2.8) komplexní, takže výpočet prostorového rozložení pravděpodobnosti výskytu mikroobjektu bude složitější:
Označme pro jednoduchost
	


		(6.2.14)



Podle (6.2.8) pak máme:
	


	

;
		(6.2.15)

	  

	 


	

.
		(6.2.16)












Spočteme tedy:
	













	















.
		(6.2.17)



Dosadíme-li do posledního řádku (6.2.17) zpětné označení (6.2.14), dostaneme:
	




   			
2(x)



0	          d		x
	









.
		(6.2.18)



Spojitým a hladkým navázáním (6.2.13) a (6.2.18) na hranicích oblastí 1-2 a 2-3 nakonec dostaneme: 
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		




  0	                 d		x



nenulová pravděpodobnost
výskytu mikroobjektu
ve „stěnách“ jámy

Podle klasické fyziky by rozložení pravděpodobnosti výskytu
vypadalo takto:




  0	                   d
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		(6.2.19)



Uvažujme nyní mikroobjekt v potenciálu následujícího tvaru:
	
 l
	




-l       0	           d
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	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(6.2.20)

	
mikroobjekt s nenulovou pravděpodobností prochází potenciálovou bariérou
	

potenciálová
jáma šířky d
a hloubky 
	
	
	

	 potenciálová
 bariéra
 tloušťky l
 a výšky 

	
	
	

	KVANTOVÉ TUNELOVÁNÍ (TUNELOVÝ EFEKT)
	
	
	



Pravděpodobnost „protunelování“ mikroobjektu bariérou je zřejmě:
	


     (6.2.13)

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(6.2.21)



Tato pravděpodobnost se též nazývá koeficient transmise (průchodnosti) bariéry (odtud označení ).
Má-li bariéra obecný tvar
	



E

    x1                x2

	




,
		(6.2.22)


lze výraz (6.2.21) zobecnit takto:
	


	




.
		(6.2.23)



Povšimněme si, že kvantovým tunelováním mikroobjekt neztrácí energii:
	



TUNEL


E						E


	





.
		(6.2.24)



Užitečné je rovněž uvědomit si velikost koeficientu transmise  v nějakém realistickém případě (např. elektron v atomu, ):
	

    T	                bariéra

0.1





10-7
          rA	   2rA		5rA	r

vnitřek atomu            vnějšek atomu
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		(6.2.25)



Kvantové tunelování se vyskytuje v mikrosvětě prakticky všude. Kdykoli na ně narazíme, připomeneme jeho existenci v souvislosti s konkrétním jevem.
Nyní alespoň 3 příklady z různých oblastí fyziky a chemie:
· Průchod elektrického proudu místy dotyku 2 kovů:
	

vodič

zásuvka

  vodič





 zástrčka
zoxidovaná
vrstva
(izolátor)





elektrony projdou do zástrčky
jen díky kvantovému tunelování
potenc.
energie




proud elektronů
v zásuvce

		      



   bariéry

	


















.
		(6.2.26)



· Přirozená radioaktivita atomových jader:
	
potenc.
energie








           10-15 [m]
          at. jádro

	

samovolný výlet mikroobjektů
z jádra (= radioaktivita)
je možný jen díky kvantovému
tunelování
	








.
		(6.2.27)




· Vznik molekul:
	
do hry
vstupuje
kvantové
tunelování






Vázaný systém
2 atomů = molekula
Dva individuální
atomy






atom	       atom			molekula AB
    A		            B


r	             r			                r´






bariéra
  Evazbová


elektron
v atomu
B
elektron
v atomu
A




elektrony se
protunelovávají
bariérou
vazbová energie
molekuly
( 3 eV)






Kvantové tunelování způsobí, že každý elektron si může
zvětšit svůj „životní prostor“ ().
Podle HRN to však znamená, že 
.
Dojde tedy ke snížení celkové energie elektronů, a tudíž k vytvoření vázaného systému 2 atomů = molekuly;
.
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		(6.2.28)
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