7. týden

7.1	Mikroobjekt v periodickém potenciálu
Uvažujme mikroobjekt (např. elektron) v periodickém potenciálu, jaký vytvářejí určité atomy v tzv. iontových krystalických mřížkách:
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Kdyby neexistovalo kvantové tunelování (tunelový efekt), každý elektron by se spokojeně „vlnil“ v poli „svého“ iontu, takže krystalová mřížka jako celek by nemohla vést elektrický proud.
To je však v rozporu s exp. fakty, neboť např. krystalová mřížka tvořená atomy Na je vynikající vodič.
Rozpor však rázem zmizí, vstoupí-li do hry právě tunelový efekt:
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Díky tunelovému efektu mohou všechny elektrony spolu navzájem interferovat v celém prostoru krystalové mřížky, takže krystalem se může volně přenášet jejich náboj.


Detailnější informace o energetickém spektru elektronů v krystalové mřížce se dají získat z následujícího zjednodušeného modelu:
	

potenc.          „perioda“ potenciálu
energie

      d	                   	                        l
	


                           U0


0        l               d

	     


	









.
		(7.1.3)



Klíčovou podmínkou je zde periodičnost vlnové funkce, tj. podmínka, že  musí popisovat tentýž stav jako .
To samozřejmě vyžaduje stejnost prostorových rozložení pravděpodobnosti výskytu, tj:
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Z podmínky (7.1.4) plyne:
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Nejobecnější komplexní číslo  takové, že , má tvar:
	

R … libovolné reálné číslo
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Kombinací (7.1.5) a (7.1.6) tak máme:
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	

R … libovolné reálné číslo
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(7.1.7)

	PODMÍNKA PERIODIČNOSTI VLNOVÉ FUNKCE
   V PERIODICKÉM POTENCIÁLU



Podmínka periodičnosti vlnové funkce (7.1.7), spolu s hraničními podmínkami spojitosti a hladkosti  v bodech l a d, vede k sekulární rovnici pro energie E mikroobjektu (elektronu) v uvažovaném periodickém potenciálu.



Tato sekulární rovnice má tvar:
	
 ,
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	kde  je poměrně komplikovaná funkce, jejíž grafické vyjádření je zhruba následující:
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Pravá strana (7.1.8), tj. , nezávisí na E, a protože pro libovolné reálné číslo R platí
 ,
je jejím grafem následující rovinný pás:
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Řešení sekulární rovnice (7.1.8) jsou pak ty hodnoty E, pro něž nastane průnik výše uvedených grafů:
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		 (7.1. 10)
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Ve valenčním pásu sídlí elektrony, je-li krystal ponechán bez vnějšího zásahu. 
Do vodivostního pásu se pak elektrony mohou dostat právě vnějším zásahem (např. je-li na krystal přiloženo vnější napětí), samozřejmě získají-li dostatek energie k překonání zakázaného pásu.
Vzájemná poloha valenčního a vodivostního pásu (nebo ekvivalentně šířka zakázaného pásu mezi nimi) rozhoduje o tom, jaké vodivostní vlastnosti má daný krystal:
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Detailnější rozbor problematiky vodivosti krystalických i jiných struktur je předmětem specializované přednášky „Fyzika pevných látek I + II“.
  



7.2	Metastabilní stavy mikroobjektu
Uvažujme elektron v následujícím modelovém potenciálu:
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	(7.2.1)
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Ukážeme, že:
a) při obecné hodnotě E je pravděpodobnost nalezení elektronu v oblasti  mnohem větší než v oblasti :
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b) při určitých specifických hodnotách E se situace obrátí, tj. pravděpodobnost nalezení elektronu v oblasti  bude mnohem menší než v oblasti :
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Abychom to ukázali, je potřeba najít vlnové funkce stacionárních stavů elektronu v uvažovaném potenciálu:
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Rovnice (7.2.4) se řeší při okrajové podmínce
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a hraničních podmínkách
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Příslušné řešení je sice komplikovaná, ale rutinní záležitost.










Uvedeme proto jen výsledek pro prostorové rozložení pravděpodobnosti výskytu v oblasti , tj. uvnitř atomu:
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	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(7.2.7)
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   (šířka bariéry)
  … lokální hustota pravděpodobnosti vyskytu elektronu v bodě b

	
	
	



Diskuse výsledku (7.2.7):
Při zcela obecných hodnotách E lze ve jmenovateli výrazu pro amplitudu A člen úměrný  zanedbat oproti členu úměrnému . Dostáváme tak:
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Jiná situace však nastane, když koeficient u členu  bude nulový, tj.
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		(7.2.9)








Pak ve jmenovateli A zůstane pouze člen , takže dostaneme:
	


	












.
		(7.2.10)

	
  1(x)
  d


A

      3(b)


Vzniká tak metastabilní stav elektronu:


	
	



Podmínkou existence metastabilního stavu elektronu v atomu je tedy rovnice (7.2.9), z níž postupně dostaneme:
	



	

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
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	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(7.2.11)

	sekulární rovnice pro energie E
  metastabilních stavů elektronu v atomu



Řešení (7.2.11):
	
levá strana
    (7.2.11)
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pravá strana
 (7.2.11)
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Řešení je evidentně kvantované, tj. existují jen určité, přesně definované energie (E1, E2 v obrázku), při kterých může elektron v atomu vytvořit metastabilní stav (90 % jeho výskytu je uvnitř atomu). Při všech ostatních energiích je elektron v rozptylovém stavu (90 % jeho výskytu je mimo atom).
Zásadní otázka nyní je, jak lze metastabilní stav elektronu v atomu rozeznat od jeho ostatních stavů. K tomu slouží veličina zvaná střední doba života atomu v excitovaném stavu.
Uvažujme soubor N atomů. Nechť v čase t se  atomů nachází v excitovaném stavu, tj. ve stavu, kdy aspoň jeden jejich elektron je na k-té energerické hladině s energií :
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	   atomy v základním   stavu
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Nechť za časový interval dt mezi t a t+dt část atomů v excitovaném stavu přejde do základního stavu:
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Počet takto deexcitovaných atomů, který označíme , je zřejmě úměrný:
· časovému intervalu dt;
· počtu excitovaných atomů :
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	Počet atomů, které během časového intervalu dt a t+dt
deexcitovaly do základního stavu,
tj. počet atomů, které po dobu t
prožily v excitovaném stavu k.
	
	



	

   
  (7.2.15)

		(7.2.16)


Součet dob života v excitovaném stavu všech těchto atomů je:
a celková doba života všech atomů, které deexcitovaly v libovolném čase, pak je:
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Odtud pro střední dobu života atomu v excitovaném stavu máme:
	


     (7.2.17)
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Ze vztahu (7.2.18) je zřejmé, že pro určení  potřebujeme znát funkci .
Tu určíme z rovnice (7.2.15), uvážíme-li, že počet deexcitovaných atomů  je roven úbytku atomů excitovaných, tj. platí:
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Dosazením (7.2.19) do (7.2.15) dostaneme:
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		(7.2.21)








Dosazením (7.2.21) do (7.2.18) dostaneme:
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Máme tedy:
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		(7.2.23)


tj. střední doba života atomu v excitovaném stavu je dána převrácenou hodnotou koeficientu úměrnosti v rovnici (7.2.15).
Koeficient  vyjádříme z rovnice (7.2.21):
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Poměr    se dá snadno vyjádřit pomocí experimentálně něřitelných veličin, a sice pomocí intenzit záření emitovaného atomem při deexcitaci v čase 0 a v čase t.
Podle (7.2.15) je počet atomů, které během intervalu (t, t+dt) deexcitují do základního stavu je roven:
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Při každém deexcitačním přechodu  atom vyzáří foton s energií
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Za časový interval dt mezi t a t+dt bude tedy vyzářena energie:
	

  
 (7.2.25)
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Odtud je zřejmé, že intenzita záření v čase t bude:
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		(7.2.28)
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Ze vztahu (7.2.29) vidíme, že
	


	


,
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což dosazeno do (7.2.24) dá:
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Dosadíme-li poslední výraz ještě do (7.2.23), dostaneme:
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	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(7.2.32)



Máme tedy střední dobu života atomu v excitovaném stavu  vyjádřenu pomocí experimentálně měřitelných veličin:
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(7.2.33)

	Proženeme soubor zářících atomů rychlostí v válcovým
prostorem, zvolíme x (tím je určen čas 
a změříme  a .
Dosazením změřených hodnot do (7.2.32) určíme 
	
	
	


Rozsáhlými měřeními ve výše uvedeném smyslu bylo zjištěno, že v atomech existují 2 skupiny excitovaných stavů s výrazně odlišnou střední dobou života:
	
	


standardní excitované stavy
(cca 90 % případů)

	



;
		(7.2.34)

	
	


metastabilní excitované stavy
(cca 10 % případů)
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		(7.2.35)



Střední doba života atomu v excitovaném stavu je tedy onou rozlišovací charakteristikou, která identifikuje metastabilní stavy:
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(7.2.36)

	
	V metastabilních excitovaných stavech se tedy atomy nacházejí cca 100 000-krát déle než
ve standardních excitovaných stavech, což má zásadní význam pro záření atomů, v nichž
se vyskytuje metastabilní stav.

	
	
	



Uvažme nejprve, jaké vlastnosti má záření atomů, v nichž metastabilní stav není:
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	všechny atomy v zákl. stavu
	některé atomy přecházejí
do excitovaných stavů
	
	

	
vnější zásah
(elektrický výboj,
zahřátí, foton
elmag. záření

	
	



Jakmile vnější zásah přestane působit, excitované atomy se spontánně vracejí do základního stavu (princip minimalizace energie izolovaného systému). Tento spontánní návrat trvá po dobu
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Přebytečnou energii přitom atomy vyzařují prostřednictvím fotonů elmag. záření (atomy září). Každý atom má samozřejmě obecně několik způsobů, jak se dostat do základního stavu.

Např. atom s elektronem na 3. excitované hladině E3 má 4 možnosti:
	
32					  32
E3		                			31
E221

E1
   30		               30			10		  10
E0

Který způsob nastane, je zcela nahodilé a řídí se zákony statistiky.
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Ve svém výsledku je záření atomů: 
	

	
polychomatické
	
(mnoho různých přechodů  mnoho různých vlnových délek vyzařovaných fotonů)
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nekoherentní
	
(fotony jsou vyzařovány nekoordinovaně s různými fázemi)
	
	



Nyní se podívejme, jak se situace změní, když mezi základní a excitovanými energetickými hladinami bude existovat další energetická hladina, odpovídající metastabilnímu stavu elektronu v atomu.
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Díky dlouhé době života
	


		(7.2.42)

	(srov. (7.2.36))
	


má hladina EMS tendenci elektrony zadržovat a shromažďovat.
V určitém čase  po „vypnutí“ vnějšího působení na atom je tedy situace následující: 
	                     
                               
                               
                               
  EMS
  E0                          

většina atomů je v metastabilním
excitovaném stavu
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Vzniká zde tzv. inverzní populace (obsazenost) energetických hladin, kdy na vyšší hladině je více elektronů než na nižší – normální populace by byla
	

	
.



Z termodynamického hlediska má takový systém s inverzní populací zápornou termodynamickou teplotu, neboť jeho entropie s růstem energie klesá:
	 
termodynamická váha
k – Boltzmannova konstanta
inverzní populace energ. hladin

normální populace energ. hladin
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		(7.2.44)
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Posviťme si nyní na soubor atomů (7.2.43) fotonem o vlnové délce  takové, že
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Dojde zde k jevu, zvanému stimulovaná emise záření:
	

   				                   EMS
 
		                   		                    E0
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	(7.2.46)

	stimulující foton 
o vln. délce 
dle (7.2.45) 
	mnoho fotonů se stejnou vlnovou délkou a stejnou fází jako má stimulující foton

	
	





Díky přítomnosti metastabilního stavu elektronu v atomu, projevujícího se energetickou hladinou EMS, dochází tedy k:
	zesílení světla stimulovanou emisí záření
(Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation)

	

	   odtud akronym

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	
 LASER

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(7.2.47)



Díky relaci  lze velikost zesílení kvantifikovat faktorem , tj. „laserové záření je x intenzivnější než standardní záření atomů bez matastabilního stavu.
Díky vlastnostem stimulované emise je „laserové“ záření navíc:
· monochromatické (všechny fotony mají stejnou vln. délku ; )
· koherentní (všechny fotony jsou vyzářeny koordinovaně se stejnou fází).
  



7.3	Kvantový harmonický oscilátor
Připomeňme si nejprve klasický harmonický oscilátor:
	

   U(x)


       m

       E

                          x
           A	A


  rovnovážná
poloha

	

potenciální energie
harm. oscilátoru v
elastickém silovém poli
   (k  0)


      výchylka
      z rovnovážné
        polohy
		(7.3.1)



	
Platí:
	


	
	
	

(kmitočet harmonických oscilací)

	
	
	
(frekvence harmonických oscilací)



Amplituda A je určena podmínkou  (výchylka maximální  oscilátor v klidu):

	
Shrnuto:
	
Klasický harmonický oscilátor o hmotnosti m, mající celkovou energii E a nacházející se
v elastickém silovém poli charakterizovaném konstantou k, koná harmonické oscilace popsané rovnicí:
       

	








.
		(7.3.2)



Kvantový harmonický oscilátor získáme přechodem
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Máme tedy:
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	 Hamiltonův operátor (hamiltonián) kvantového
 harmonického oscilátoru



Jako již mnohokrát, dále hledáme stacionární stavy s energií E, tj. řešíme rovnici:
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		(7.3.5)


Dosazením (7.3.4) do (7.3.5) máme:
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(7.3.6)

	obyčejná dif. rovnice 2.řádu s nekonst. koeficienty



Zaveďme substituci:
	

	


,
		(7.3.7)

	


	



.
		(7.3.8)



Užitím nových konstant a proměnných vypadá dif. rovnice (7.3.6) takto:
	


	


.
		(7.3.9)





Matematika umí najít obecné řešení této dif. rovnice ve tvaru:
	


	



,
		(7.3.10)


kde koeficienty Ak -řady splňují rekurentní vztah:
	


	


.
		(7.3.11)



Fyzika musí z obecného matematického řešení vybrat jen to, které splňuje požadavky pro vlnovou funkci oscilujícího mikroobjektu.
Funkce  dle (7.3.10) je všude spojitá a hladká, jediný problém představuje nekonečnost  pro , neboť řada  s koeficienty splňujícími (7.3.11) se pro  chová jako , takže:
	



	


.
		(7.3.12)



Vlnová funkce mikroobjektu však vyžaduje, aby platilo:
	


	

,
		(7.3.13)


jinak by nebylo možno splnit normovací podmínku 

Požadavek (7.3.13) lze zřejmě splnit pouze tak, že nedovolíme, aby suma  obsahovala  mnoho členů, tj. budeme požadovat redukci -řady na polynom stupně n:
	


	




.
		(7.3.14)



Pak podle (7.3.10)
	


	


,
		(7.3.15)





a pro funkci  zřejmě platí:
	


	







.
		(7.3.16)

	 n-krát aplikované
 l´Hospitalovo
   pravidlo
 ( je polynom stupně n)

	
	



Funkce  tak už splňuje všechny požadavky kladené na vlnovou funkci mikroobjektu.
Zásadní otázka tedy je, kterak redukovat -řadu  na polynom stupně n.
Řešení nabízí rekurentní formule pro koeficienty Ak (viz (7.3.11)). Položíme-li v této formuli
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	

	

,
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(7.3.17)


dostaneme:
	
 0
	










.
		(7.3.18)

	

	
	

	  
	
	

	,  … atd.
tj. -řada obsahuje jen n nenulových členů,
což není nic jiného než redukce této řady
na polynom stupně n.

	
	



Rovnice (7.3.17) je tedy onou klíčovou podmínkou, která z obecného matematického řešení dif. rovnice dělá fyzikální vlnovou funkci mikroobjektu.
Dosaďme do levé strany (7.3.17) za  podle (7.3.7):
	


	



.
		(7.3.19)








Z rovnice (7.3.19) pak máme pro energii oscilátoru E:
	

		(7.3.20)

	
kmitočet
   klasického
    oscilátoru

	stupeň
polynomu, tj.
n = 0, 1, 2, 3, …

	

	 

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	

n = 0, 1, 2, 3, …

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(7.3.21)

	       energetické spektrum kvantového
     harmonického oscilátoru


kde n … „oscilátorové kvantové číslo“ a … energie „nulových oscilací“.
Kvantový oscilátor, na rozdíl od klasického, nelze tedy zastavit, což je v souladu s HRN, neboť zastavení oscilátoru by znamenalo „p = 0 přesně“  , takže oscilátor by nemohl oscilovat v omezeném prostoru.
Grafické znázornění energetického spektra (7.3.21) vypadá následovně:
	
energie

		               n = 2
			
		               n = 1
			
		               n = 0

 0

	






	


2. excitovaná energ. hladina

1.excitovaná energ. hladina

základní energ. hladina
	







.
		(7.3.22)



Energetické spektrum je kvantované a jeho unikátní zvláštností je, že je ekvidistantní, tj. mezi libovolnými dvěma sousedními energ. hladinami je konstantní rozdíl .
Kvantový oscilátor tedy může vyzařovat či přijímat energii jen v celých násobcích elementárního kvanta energie o velikosti:
	

(viz Planckova kvantová hypotéza)

	




.
		(7.3.23)



Z toho vidíme, jak hluboce obsažná a vnitřně konzistentní je Schrödingerova rovnice (a její důsledky), neboť při její aplikaci na konkrétní problém stacionárních stavů harmonického oscilátoru dostáváme pouhými matematickými operacemi základní fyzikální předpoklad, který stál u zrodu všech úvah vedoucích k této rovnici.

Závěrem se ještě podívejme na prostorové rozložení pravděpodobnosti výskytu kvantového harm. oscilátoru:
To dostaneme z vlnových funkcí (7.3.15), tj.
	


y … vztah (7.3.8)
 … polynomy (7.3.14)
; ; ;



		(7.3.24)



	 





          -A	                           +A             x


	
n = 0
	





  -A		  +A


	
   n = 1
		(7.3.25)

	tunelový
             efekt
	 oblast kmitání klasického osc.
	 tunelový
    efekt
	tunelový efekt slábne
	

	










 -A	                  +A
	

n = velké

vysoce excitovaný stav
kvantového oscilátoru
(tunelový efekt mizí,
střední hodnota 
kopíruje klasické rozložení
pravděpodobnosti
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