8. týden

ATOM VODÍKU
8.1	Kvantová čísla a jejich interpretace
Doposud jsme se zabývali pouze jednodimenzionálními, tedy velmi hypotetickými kvantovými systémy, ať už to byl mikroobjekt v různých typech potenciálu nebo harmonický oscilátor.
Nyní přejdeme ke skutečně reálnému, třídimenzionálnímu kvantovému systému – atomu vodíku.
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Hamiltonův operátor elektronu  v elektrostatickém poli jádra  je:
	





		(8.1.2)

	 

	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(8.1.3)






Vlnové funkce a energie stacionárních stavů elektronu v atomu vodíku hledáme jako charakteristické funkce a hodnoty Hamiltonova operátoru (8.1.3), tj.
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(8.1.4)



Díky sférické symetrii operátoru potenciální energie
	


		(8.1.5)


je výhodné (nikoli však nutné) řešit rovnici (8.1.4) ve sférických souřadnicích .
Vlnovou funkci  hledáme proto ve tvaru:
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Transformací Laplaceova operátoru , vystupujícího v Hamiltoniánu (8.1.3), do sférických souřadnic dostaneme:
	


	


,
		(8.1.7)

	kde
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Rovnice (8.1.4) má pak tvar:
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[image: Vykřičník se souvislou výplní]

		(8.1.9)


   
Rovnice (8.1.9) je parciální diferenciální rovnice 2.řádu, jejíž obecné řešení umí najít matematika.
Fyzika musí ze všech možných řešení vybrat pouze ta, která splňují podmínky kladené na vlnové funkce mikroobjektů, tj. konečnost, spojitost, hladkost a v případě úhlových funkcí ještě také jednoznačnost, tj. např. . Aplikace těchto podmínek na obecné řešení parc. dif. rovnice (8.1.9) vede k následujícím výsledkům:
	

n = 1, 2, 3, 4, …

	



;
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(8.1.10)

	

n = 1, 2, 3, 4, …
l = 0, 1, 2, …, n-1

	





;
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(8.1.11)

	

l = 0, 1, 2, …, n-1
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(8.1.12)



Detailní informace o Laguerrových a Legendrových polynomech lze najít v každé dobré matematické učebnici speciálních funkcí.
Z výrazů (8.1.11) a (8.1.12) plyne, že vlnové funkce stacionárních stavů elektronu v atomu vodíku jsou charakterizovány třemi kvantovými čísly n, l, M:
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	

n = 1, 2, 3, 4, …, 
l = 0, 1, 2, …, n-1
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	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(8.1.13)



Jako příklad uveďme explicitní tvary vln. funkcí pro n = 1 a n = 2:
	
n = 1          l = 0           M = 0
			(8.1.14)

	



	

	   vlnová funkce základního stavu atomu vodíku
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	dostaneme tedy 4 různé vlnové funkce:
	

	

	

	








		(8.1.16)

	  vlnové funkce 4 různých excitovaných stavů atomu vodíku,
odpovídajících kvantovému číslu n = 2



Pokud jde o energie stacionárních stavů elektronu v atomu vodíku, z výrazu (8.1.10) máme:
	


  
 n = 1, 2, 3, 4, …, 

	





,
		(8.1.17)


což je naprosto stejný výsledek, jaký dával už Bohrův model atomu.
Avšak pozor! V Bohrově modelu byla danému kvantovému číslu n přiřazena 1 energetická hladina a této hladině 1 stacionární stav elektronu v atomu. Nyní, po vyřešení Schrödingerovy rovnice pro stacionární stavy se situace jeví jako daleko složitější:
K danému kvantovému číslu n lze totiž najít n různých l  a ke každému l  různých M .




Celkem tedy máme:
	


		(8.1.18)


různých vlnových funkcí  s toutéž energií En.
Říkáme, že energetická hladina En je n2-násobně degenerovaná a číslo n2 se nazývá stupeň degenerace energetické hladiny En:
	n = 1
	…
	


	








;
		(8.1.19)

	
stupeň
 degenerace
	…
	říkáme, že hladina je nedegenerovaná

existuje jediný stacionární stavy,
jeho vlnová funkce viz (8.1.14)
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		(8.1.20)

	
stupeň
 degenerace
	…
	hladina je 4násobně degenerovaná

existují čtyři stacionární stavy, jejich vlnové funkce viz (8.1.16)

	
	



Graficky můžeme situaci znázornit následovně:
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Pro n = 3 je už stupeň degenerace :
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tj. existuje 9 různých stac. stavů s energií :
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Různé stacionární stavy s toutéž energií En můžeme zřejmě rozlišit pomocí kvantových čísel l a M. Podobně jako kvantové číslo n udává energii elektronu ve stacionárních stavech , budou kvantová čísla l a M udávat nějaké 2 jiné fyzikální veličiny elektronu, které budou s jeho energií ve stac. stavech současně měřitelné.
Podle teorému o současné měřitelnosti fyz. veličin (viz 5.3.21) to znamená, že operátory takových veličin musejí dávat nulový komutátor s Hamiltonovým operátorem (8.1.3). Explicitním výpočtem lze prověřit, že tento požadavek splňují následující 2 operátory:
	operátor jedné složky momentu hybnosti elektronu, např.
	

(viz (5.2.40)    (x1 = x, x2 = y, x3 = z)

	



.
		(8.1.23)


Volba z-ové složky je konvence, můžeme stejně dobře zvolit x-ovou nebo y-ovou, ale vždy jen jednu ze všech tří x, y, z, nikoli 2 z nich, natož pak všechny 3. Platí totiž:
	






	
	tj. žádné dvě složky momentu hybnosti
nejsou současně měřitelné
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		(8.1.24)




 operátor kvadrátu velikosti momentu hybnosti elektronu:
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		(8.1.25)



Transformací operátorů  dle (8.1.23) a  dle (8.1.25) do sférických souřadnic dostaneme:
	




	








.
		(8.1.26)



Působíme-li těmito operátory na vlnové funkce
	


		(8.1.27)


a známe-li matematické vlastnosti  a , snadno zjistíme, že platí:
	


	

,
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(8.1.28)

	


	

,
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(8.1.29)



	což znamená, že vlnová funkce  stacionárního stavu elektronu s energií En je SOUČASNĚ:
· charakteristickou funkcí operátoru  příslušnou charakteristické hodnotě  (viz (8.1.28));
· charakteristickou funkcí operátoru  příslušnou charakteristické hodnotě  (viz (8.1.29).
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]







Z fyzikálního hlediska to znamená, že:
	
současně s energií elektronu ve stacionárním stavu 
;     (n = 1, 2, 3, …, )
můžeme také změřit
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	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(8.1.30)

	· kvadrát velikosti jeho momentu hybnosti:
	
	
	

	


	
l = 0, 1, 2, …, n-1
	
	
	

	· průmět jeho momentu hybnosti do jedné z os, např. z:
	
	
	

	


	

	
	
	



Vidíme tedy, že u elektronu v atomu vodíku je kvantována nejen energie:
	

n = 1, 2, 3, …, 

energetické (hlavní) kvantové číslo

	





,
		(8.1.31)


ale také velikost momentu hybnosti:
	

l = 0, 1, 2, …, n-1

momentové (orbitální) kvantové číslo

	





,
		(8.1.32)


a také průmět momentu hybnosti do určitého směru z (daného obvykle vnějším magnetickým polem):
	



směrové (magnetické) kvantové číslo

	




.
		(8.1.33)









Příklad:	n = 3		E3 = -1,5 eV

l = 0, 1, 2
	
a)
	
 l = 0
	

	
M = 0
	









;
		(8.1.34)

	   

	 

	
	

	
Ve stacionárním stavu charakterizovaném kvantovými čísly n = 3, l = 0, M = 0,
tj. popsaném vlnovou funkcí 
nemá elektron žádný moment hybnosti.

	
	

	

b)
	
         l = 1
	

	
	
+1
	
















;
			(8.1.35)
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	Ve 3 stacionárních stavech charakterizovaných kvantovými čísly n = 3, l = 1, M = +1, 0, -1,
tj. popsaných vlnovými funkcemi , ,  má elektron moment hybnosti , který však může v prostoru zaujímat jen takové polohy,
že jeho průmět do pevného směru daného např. vnějším magnetickým polem, jsou pouze  .
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		(8.1.36)
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	V těchto 5 stacionárních stavech (n = 3, l = 2,
M = -2, -1, 0 1, 2) má elektron moment hybnosti
o velikosti  a jednotlivé stavy se od sebe liší
pěti možnými průměty momentu hybnosti do daného směru:
 .

	
	




Zobrazíme-li tyto poznatky graficky, vypadá situace následovně:
	
a)

	
l = 0:
	
 
		(8.1.37)
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		(8.1.38)
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	(3.1.39)
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Vidíme, že vektor momentu hybnosti elektronu v atomu vodíku může zaujímat v prostoru jen určitý počet přesně definovaných poloh (3 v případě l = 1, 5 v případě l = 2, 2l+1 v případě l), a to takových, že průměty vektoru  do daného směru mag. pole jsou:
	


[image: Tři tečky - význam tetování - Potetovat.cz]

	
…
…

…
	
l = 1
l = 2

obecné l
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Vektor  je tedy kvantován nejen co do velikosti
	
	 ,


ale i co do polohy v prostoru.
Hovoříme proto o PROSTOROVÉM KVANTOVÁNÍ MOMENTU HYBNOSTI ELELKTRONU V ATOMU.


Na kvantových číslech n, l, M závisí nejen energie, velikost a průmět momentu hybnosti elektronu, ale také vlnová funkce , a tudíž i prostorové rozložení pravděpodobnosti výskytu elektronu:
	




	




.
		(8.1.41)

	  

	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(8.1.42)



Prostorové rozložení pravděpodobnosti výskytu elektronu nezávisí tedy na úhlu , takže stačí najít rozložení pravděpodobnosti v ploše  a výsledek rotovat kolem osy z o úhel .
Pro ilustraci vezměme již uvažovaný případ n = 3.
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l = 0		M = 0
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		(8.1.43)
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		  (8. 1.45)
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 M = +2	                  M = +1	             M = 0	      M = -1		M = -2

	
	


Pozn.: Všech 9 stacionárních stavů uvedených v (8.1.43-45) má stejnou energii 
.
	
Z historických důvodů se stacionární stavy s l = 0, 1, 2, 3, 4, … označují symboly s, p, d, f, g, …
Kvantové číslo n se předřazuje před tento symbol.
Stacionární stav (8.1.43) se tedy označuje … 3s
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		(8.1.46)

	
	       
      n l=0
	
	

	Stacionární stavy (8.1.44) nesou označení … 3p
	
	

	
	       
      n l=1
	
	

	Konečné stac. stavy (8.1.45) jsou stavy … 3d
	
	

	
	       
      n l=2

	
	



  




















8.2	Objev a vlastnosti spinu elektronu
Podrobnější zkoumání stacionárních stavů elektronu ve vodíkovém atomu umístěném ve vnějším magnetickém poli o indukci  přineslo fyzikům velké překvapení.
Z rozboru Zeemanova jevu víme, že v magnetickém poli získá elektron přídavnou energii
	


	



.
		(8.2.1)



Z (8.1.33) dále víme, že průmět Lz je kvantován podle předpisu:
	


M … magnetické kvantové číslo

	




.
		(8.2.2)



Dosazením (8.2.2) do (8.2.1) dostaneme:
	

  
	





.
		(8.2.3)

	  

	
	



Celková energie elektronu v mag. poli pak tedy je:
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	

 = Bohrův magnetron

l = 0, 1, …, n-1
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(8.2.4)



Speciálně pro všechny s-stavy (l = 0, n libovolné) odtud máme:
	


	


,
		(8.2.5)


tj. energie všech s-stavů by se vložením do magnetického pole neměla změnit.




Experiment však říká, že tomu tak není.
Vezměme např. 1s-stav, tj. základní stav atomu vodíku:
	teorie
dle (8.2.5)
(Zeeman)
experiment
(Stern, Gerlach)





  	              		               2 B


B
(mag. pole)
B
(mag. pole)




	








.
		(8.2.6)



Rozpor je zřejmý a říká, že elektron je ovlivňován magnetickým polem i tehdy, když má nulový moment hybnosti související s jeho pohybem v atomu.
Znamená to, že elektron musí mít nějaký vnitřní moment hybnosti, nemající s jeho pohybem v atomu nic společného. Tento vnitřní moment hybnosti se pro názornost začal nazývat SPIN na základě „klasické“ představy elektronu jako rotujícího vřetena (spin = vřeteno (angl.)).
	

	

vnitřní
moment hybnosti elektronu
(spin)
	





.
		(8.2.7)



V analogii s kvantovými čísly l a M, určujícími  a Lz, byla zavedena spinová kvantová čísla s a m, a to podle předpisu:
	


	

,
		(8.2.8)

	



	



.
		(8.2.9)



Experiment říká, že energ. hladina E1 se v magnetickém poli rozštěpí přesně na dvě hladiny. Z toho plyne, že spinové magnetické číslo m v (8.2.9) musí nabývat právě dvou hodnot. Protože obecný počet hodnot m je 2s+1, máme tak podmínkou:
	


		(8.2.10)

	  

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
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	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(8.2.11)



Pro velikost spinu pak podle (8.2.8) máme:
	

		 s         s

	




.
		(8.2.12)



Pro průměty spinu do směru mag. pole (= osy z) dále podle (8.2.9) dostaneme:
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		(8.2.13)

	
	
	
	
	
	
	



Prostorové kvantování spinu elektronu vypadá tedy následovně:
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	


	               
					         
		              



2 možné polohy v prostoru
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(8.2.14)



S uvážením spinu má vlnová funkce elektronu v atomu vodíku tvar:
	

n = 1, 2, 3, …, 
l = 0, 1, 2, …, n-1




	











.
		(8.2.15)



Protože ke každé trojici čísel (n l M) existují 2 různé dvojice hodnot (s m), tj.  a , vidíme, že uvážením spinu se stupeň degenerace energetické hladiny En zdvojnásobuje, tj. má hodnotu 2n2, a nikoli n2, jak bylo spočteno dříve bez uvážení spinu.



Orbitální moment hybnosti  a spin  elektronu se s uvážením prostorového kvantování skládají na celkový moment hybnosti:
	


	

.
		(8.2.16)



Při pevném  např. dostaneme:
	

	              
             
	


	              





	





.
		(8.2.17)



Celkový moment hybnosti elektronu  dle (8.2.16) se kvantuje zavedením nových kvantových čísel (j, Mj) dle předpisu:
	


j = 

l = 0, 1, 2, …, n-1
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	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(8.2.18)



Hodnota kvantového čísla j se udává vpravo dole u symbolu stavu, např. 2p1/2.
      
 n l=1  j
Jako příklad si ukažme klasifikaci a počty stavů pro n = 2.
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	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
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		(8.2.19)

	a) l = 0
	
	j =
	
	
	

	
	
(8.2.18)
	
	
	
	

	 
	
	

	2 s1/2 – stavy
    
n l=0 j
	
	

	Takové 2s1/2 – stavy jsou dva 
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		(8.2.20)

	b) l = 1
	
	j = 
	
	
	

	
	
(8.2.18)
	
	
	
	

	

2 p3/2 – stavy
     
n l=0 j=3/2
	
  
2 p1/2 – stavy
      
 n l=0 j=1/2
	
	

	
počet těchto stavů je:

	
počet těchto stavů je:

	
	



Celkový počet stavů s energií  tedy je:
	
   2    +    2    +    4    =    8    =    2.22
     
     n
	






.
		(8.2.21)

	         2s1/2
	  2p1/2
	  2p3/2  
	
stupeň degenerace hladiny 
s uvážením spinu
	
	



Při vypnutém magnetickém poli by tedy situace měla vypadat takto:
	  


-3,4 eV
 (n = 2)
 2s1/2 	     2p1/2 	                 2p3/2 	  2n2 = 8 
energie

	




.
		(8.2.22)



S postupným zdokonalováním experimentální techniky, když už začalo být možné rozlišovat řádově setiny eV, se však ukázalo, že příroda této jednoduché „schrödingerovské“ představě říká NE! 
Experimentem zjištěná realita je komplikovanější, a sice taková:
	

-3.4 eV
       10-2 eV 
         2p3/2	       	

2s1/2 	      2p1/2  


	





.
		(8.2.23)


Tato diskrepance mezi experimentem a výsledky řešení Schrödingerovy rovnice je zřejmě signálem, že Schrödingerova rovnice není „the whole story of the microworld“ a je nutno zabývat se jejím zobecněním.
  


Rozdělení hustoty pravděpodobnosti výskytu elektronu ve vodíkovém atomu odpovídající hlavním kvantovým číslům n = 1, 2, 3 a některým vybraným stavům n = 4, 5, 6
Zobrazení je modelové, vzniklo fotografováním světelného zdroje, který napodoboval vypočtený pohyb elektronu. Prostorové rozložení hustoty pravděpodobnosti dostaneme rotací kolem svislé osy. Na obrázcích není dodrženo měřítko, s rostoucím n roste rozměr přibližně n2krát.
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