10. týden

10.1	Kvantové systémy složené ze dvou a více mikroobjektů
Máme-li 2 mikroobjekty, které se liší alespoň v jedné z následujících charakteristik
,
říkáme, že jsou ROZLIŠITELNÉ (např. elektron + proton, elektron + antielektron apod.).
Jsou-li všechny 3 uvedené charakteristiky u obou mikroobjektů stejné, říkáme, že mikroobjekty jsou NEROZLIŠITELNÉ (např. elektron + elektron, proton + proton).
Pro 2 nerozlišitelné mikroobjekty platí následující PRINCIP NEROZLIŠITELNOSTI:
	
Prostorové rozložení pravděpodobnosti výskytu
2 nerozlišitelných mikroobjektů nacházejících se blízko u sebe nezáleží na jejich „očíslování“, tj. 








   
  

	











.
		(10.1.1)



Z principu nerozlišitelnosti (10.1.1) plyne:
	
buď
	

vlnová funkce obou mikroobjektů
je symetrická při změně


	




,
		(10.1.2)

	
nebo
	

vlnová funkce obou mikroobjektů
je antisymetrická při změně


	




.
		(10.1.3)



Mikroobjekty vyhovující požadavku (10.1.2) mají celočíselný spin (s = 0, 1, 2, 3, …) a nazývají se BOSONY (J. Ch. Bose).
Mikroobjekty vyhovující požadavku (10.1.3) mají poločíselný spin  a nazývají se FERMIONY (E. Fermi).
V přírodě zatím dosud nebyl nalezen žádný mikroobjekt, který by nepatřil do některé z uvedených dvou kategorií.
Označme  a  vlnové funkce jednoho a druhého mikroobjektu ve stavech 1 a 2.
Jejich společná vlnová funkce  pak má následující 3 možné tvary:
	A
	jsou-li mikroobjekty ROZLIŠITELNÉ (lhostejno, zda
oba fermiony, oba bosony či 1 fermion a 1 boson):

	


	



;
		(10.1.4)

	B
	jsou-li mikroobjekty NEROZLIŠITELNÉ FERMIONY:

	

tj. 

	






;
		(10.1.5)

	C
	jsou-li mikroobjekty NEROZLIŠITELNÉ BOSONY:

	

tj. 

	






.
		(10.1.6)



Vlnová funkce 2 rozlišitelných mikroobjektů  dle (10.1.4) říká, že u každého z nich můžeme s jistotou určit, v jakém stavu se nachází (mikroobjekt 1 je ve stavu 1, mikroobjekt 2 ve stavu 2).
U dvou nerozlišitelných mikroobjektů (ať už fermionů či bosonů) to s jistotou určit nemůžeme.
Vezměme např. vlnovou funkci (10.1.5) pro 2 nerozlišitelné fermiony a přepišme ji ve tvaru:
	


V každém stavu se se stejnou pravděpodobností
(= 50 %) nacházejí oba fermiony.
Říkáme, že vlnová funkce  má VÝMĚNNÝ CHARAKTER
(v daném stavu se neustále vyměňují oba fermiony, nebo ekvivalentně, daný fermion neustále vyměňuje stavy, v nichž se nachází).

	














.
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(10.1.7)


Totéž platí i o vlnové funkci (10.1.6) pro 2 nerozlišitelné bosony.
Výměnný charakter vlnových funkcí nerozlišitelných mikroobjektů (ať už fermionů či bosonů) je typický kvantový efekt, vyplývající z principu nerozlišitelnosti, a nemá tudíž žádný klasický analog. Hraje velmi důležitou roli ve fyz. jevech, jež jsou klasickou fyzikou nepostižitelné (např. feromagnetismus, supravodivost, existence a soudržnost atomových jader).
Zaměřme nyní pozornost na vlnové funkce 2 nerozlišitelných fermionů –  – vztah (10.1.5); a 2 nerozlišitelných bosonů –   – vztah (10.1.6). Zdánlivě nevýznamný rozdíl jednoho znaménka má dramatické důsledky, jsou-li stavy obou mikroobjektů stejné (1 = 2 = ).
Pro 2 nerozlišitelné fermiony ve stavu  dostáváme z (10.1.5):
	



pravděpodobnost nalezení 2 nerozlišitelných
fermionů v témže stavu  je NULOVÁ
	








.
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(10.1.8)

	PAULIHO PRINCIP
(PP)



Pro 2 nerozlišitelné bosony analogické omezení neplatí. Ze vztahu (10.1.6) totiž máme:
	



[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]

pravděpodobnost nalezení 2 nerozlišitelných
bosonů v témže stavu  nejenže není nulová,
ale je dokonce 2x větší než prostá statistická
pravděpodobnost rovná součinu pravděpodobností
 a 

	













.
		(10.1.8)



Funkce  dle (10.1.5) a  dle (10.1.6) pro 2 nerozlišitelné mikroobjekty daného typu (fermiony, bosony) lze snadno zobecnit i na systém N nerozliš. mikroobjektů.
	


		(10.1.10)


Pro N = 2 z výrazu (10.1.10) máme:
	

což souhlasí s výrazem (10.1.5)
	



.
		(10.1.11)



Při zobecnění 2  N samozřejmě zůstává v platnosti Pauliho princip. Budou-li kterékoli 2 stavy stejné, tj. i = k = , dostáváme z výrazu (10.1.10):
	

      
	








.
		(10.1.12)



Analogicky pro systém N nerozlišitelných bosonů dostaneme:
	


		(10.1.13)

	 

	

„kvantová“ pravděpodobnost nalezení N nerozliš. bosonů
v jednom stavu  je N!-krát větší než příslušná
statistická pravděpodobnost;
 bosony mají tendenci KONDENZOVAT V JEDNOM STAVU.

	





.
		(10.1.14)



Porovnáme-li tedy chování N nerozlišitelných fermionů a bosonů v témže stavu, můžeme konstatovat:
Nerozlišitelné fermiony se chovají jako přísní individualisté (v jednom stavu může být maximálně jeden), zatímco nerozlišitelné bosony jsou přísnými kolektivisty (preferují společnou koexistenci v jednom stavu).
Rozdílnost mezi systémem nerozlišitelných fermionů a bosonů obzvlášť vynikne při zkoumání daného systému v základním stavu (tj. ve stavu s nejnižší možnou energií).




Uvažujme např. 5 nerozlišitelných fermionů a stejný počet nerozlišitelných bosonů v potenciálu kvantového harm. oscilátoru:
	
energie		Fermiho hladina
			(nejvyšší zaplněná
			energ. hladina)

 						
 						
 
 
 
	            5 nerozlišitelných		              5 nerozlišitelných
		    fermionů				bosonů

	




hladina bosonové
kondenzace
(nejnižší energ.
hladina v systému)
		(10.1.15)

	

	
	
	

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	



	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	



Tak značný rozdíl vede samozřejmě k velmi odlišným fyz. vlastnostem systému nerozliš. fermionů a bosonů, zejména při nízkých teplotách, kdy jsou obsazovány nejnižší energ. hladiny.
  


10.2	Atom He a molekula H2
Nyní se podíváme na 2 nejjednodušší systémy, v nichž se nerozlišitelnost mikroobjektů a její důsledky, tj. výměnný charakter vlnové funkce a Pauliho princip, mohou explicitně projevit.
· Atom He
	



(-e)						        (-e)







 	          







	              +2e

  jádro
atomu
	


















.
		(10.2.1)


	,  … hamiltoniány jednotlivých elektronů
 v poli jádra (+2e)
 … operátor interakce mezi oběma elektrony
	
	



Hamiltonián atomu He má tedy tvar:
	



	




.
		(10.2.2)



Energie jednotlivých (neinteragujících) elektronů v poli jádra (+2e), tj. charakteristické hodnoty hamiltoniánů  a , označme  a . Platí tedy pro ně:
	


kde  a  jsou „prostorové“ vlnové
funkce jednotlivých elektronů (nezapomeňme,
že elektrony mají také spin!).

	






.
		(10.2.3)






Celkovou vlnovou funkci obou interagujících elektronů budeme hledat ve tvaru:
	

S, M … celkový spin a jeho projekce obou elektronů
	





.
		(10.2.4)



Prostorové vlnové funkce  a odpovídající energie obou interagujících elektronů  určíme tak, aby byly charakteristickými funkcemi a hodnotami celkového hamiltoniánu  dle (10.2.2), tj. aby platilo:
	


	

.
		(10.2.5)



Spinové vlnové funkce  určíme dále tak, aby celková vlnová funkce  měla příslušné vlastnosti symetrie, plynoucí z nerozlišitelnosti obou elektronů, konkrétně aby platilo:
	

2 elektrony jsou 2 nerozlišitelné fermiony  
  jejich vlnová funkce musí být antisymetrická
při záměně 

	




.
		(10.2.6)



Nyní se soustřeďme na nalezení vlnové funkce  vyhovující rovnici (10.2.5). Hledejme ji ve tvaru:
	

(n1  n2 … Pauliho princip!)

	


.
		(10.2.7)

	,  … vln. funkce jednotlivých elektronů, splňující (10.2.3);
,  … neznámé koeficienty, hledané tak, aby platilo (10.2.5).



Poznamenejme, že vlnovou funkci  nemůžeme vyjádřit ve formě prostého součinu , neboť elektrony jsou nerozlišitelné, a tudíž nevíme, který z nich je ve stavu n1 a který ve stavu n2. Nutno proto uvážit lineární kombinaci obou možností, jak ukazuje vztah (10.2.7).
Dosaďme nyní (10.2.7) do (10.2.5):
	




	





.
		(10.2.8)




Operátory , ,  jsou lineární (postulát o popisu fyz. veličin!), takže levou stranu L rovnice (10.2.8) upravíme následovně:
	

		  	         
		     (10.2.3)			     (10.2.3)


  	               
	




	













.
	(10.2.9)



Pravou stranu P rovnice (10.2.8) upravíme na analogický tvar:
	


	

.
		(10.2.10)



Porovnáním L = P dle (10.2.9) a (10.2.10), a převedením všech členů na jednu stranu rovnice, dostaneme:
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	





	






.
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(10.2.11)



Rovnici (10.2.11) násobíme nyní zleva součinem  a integrujeme přes  a :
	

 norm. podmínka

 
  





	















.
		(10.2.12)


Rovnice (10.2.12) tak má tvar:
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	


	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(10.2.13)



Vrátíme-li se nyní zpět k rovnici (10.2.11), vynásobíme-li ji tentokrát součinem  a vyintegrujeme-li ji přes  a , dostaneme analogicky:
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	

	

.
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(10.2.14)



Rovnice (10.2.13) a (10.2.14) představují soustavu 2 homogenních algebraických rovnic pro neznámé koeficienty  a . Můžeme ji zapsat v maticovém tvaru:
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	


	


.
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(10.2.15)



Nenulové řešení bude existovat jen když:
	


	(10.2.16)

	    

	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	

	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(10.2.17)















Rovnice (10.2.17) představuje kvadratickou rovnici pro neznámé energie  dvou interagujících elektronů. Užitím vztahu  upravíme (10.2.17) následovně:
	


	


















.
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(10.2.18)

	

	

	
	
	

	
	
	
	
	

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	
	
	

	   

  			
    			                     

	
	
	

	neinteragující       elektrony
	interagující
  elektrony


	
	
	



Veličiny  a  byly formálně zavedeny v průběhu výpočtu ve výrazu (10.2.12). Prozkoumejme nyní jejich fyzikální význam:
	



	








.
		(10.2.19)












Dostáváme tak:
	


	























.
		 (10.2.20)

	
	…
	prostorové rozložení nábojové hustoty
jednoho elektronu
ve stavu 
	
	

	
	…
	prostorové rozložení nábojové hustoty
jednoho elektronu
ve stavu 
	
	

	
 je tedy energie Coulumbické interakce
dvou nábojů s prostorovým rozložením nábojové
hustoty  a 

	
	

		                    		                 






	                		             
 klasické odpuzování elektronů

	
	



Interpretace  už tak jednoduchá a přímočará není. Podle (10.2.12) máme:
	


	




.
		(10.2.21)



Na rozdíl od předchozího případu, ve formuli (10.2.21) pro  nelze žádným způsobem dát k sobě funkce  a  tak, aby měly současně stejné indexy i stejní argumenty, tj. aby bylo možno vytvořit kvadrát absolutní hodnoty , který má odpovídající fyz. interpretaci.
Buďto můžeme formuli (10.2.21) přepsat ve tvaru
	


		(10.2.22)


nebo ve tvaru
	


	



.
		(10.2.23)



Funkce , , vystupující v (10.2.22), si můžeme představit jako prostorové rozložení nábojové hustoty jednotlivých elektronů, které se však mohou částečně nacházet v kvantových stavech n1 i n2, tj. jejichž kvant. stav je neurčitý.
Analogicky, funkce , , vystupující (10.2.23), můžeme interpretovat jako prostorové rozložení nábojové hustoty v daných (určitých) kvantových stavech n1 a n2, na kterém se ovšem podílejí oba elektrony, tj. původ nábojové hustoty v daném kvantovém stavu je neurčitý (v tom smyslu, že nevíme, od kterého elektronu pochází).
Ať tak či onak, vždy je situace taková, že:
	
buď
	

	
daný elektron se současně, ale přitom jen částečně, nachází ve dvou různých stavech;
	













.
		(10.2.24)

	nebo
	
	v daném stavu se vyskytují současně, ale
přitom jen částečně, oba elektrony (úplná současná přítomnost obou elektronů není
možná podle Pauliho principu)
	
	

	Lze to též interpretovat tak, že daný elektron neustále vyměňuje stavy, ve kterých se nachází, takže jej nelze charakterizovat určitými kvantovými čísly.
Nebo obráceně, v daném stavu se neustále vyměňují
polohy obou elektronů, takže kvantovým číslům nelze
přiřadit určitý elektron.

	
	



Z výše uvedených důvodů se energie  dle (10.2.22) resp. (10.2.23) nazývá energie výměnné interakce a je zřejmým důsledkem výměnného charakteru vlnové funkce nerozlišitelných elektronů, o němž jsme hovořili v obecném úvodu k dané problematice.
Formule (10.2.22) resp. (10.2.23) se neztotožňuje s žádnou klasickou formulí pro energii interakce nábojů jakýmkoli způsobem rozložených v prostoru. Tato energie  je tedy výlučným kvantovým jevem, který je klasickou fyzikou nepostižitelný.
Vrátíme-li se nyní zpět k (10.2.18), můžeme formální matematice tam obsažené dát srozumitelnější fyzikální význam:
	
					
  
  

		
 	       
	  energie interakce
	mezi elektrony

	













.
		(10.2.25)

	energie dvou
neinteragujících
elektronů
           
	klasická
část


posunutí
energ.
hladiny
	  kvantová
             část
 

         rozštěpení
              energ.
            hladiny

	
	


Protože velikosti energií  a  závisejí na vlnových funkcích konkrétních stavů jednotlivých elektronů v atomu He (viz 10.2.20-21), může nastat i následující situace
	
					
					

  

					
					




		(10.2.26)



Obr. (10.2.26) říká, že účinkem výměnné interakce může mezi elektrony vzniknout přitažlivá síla (na základě klasické fyziky nemožné – souhlasné náboje se vždy odpuzují). Dva elektrony tak vytvoří vázaný systém (tzv. Cooperův pár) s vazbovou energií
	

  
  


	






.
		(10.2.27)



Kvantový efekt výměnné interakce je tedy schopen nejen vykompenzovat, ale i převážit elektrostatické odpuzování souhlasných nábojů. Vznik vázaných elektronových párů je klíčový pro objasnění supravodivosti krystalů, či supratekutosti kapalin (za nízkých teplot) nebo atomových jader (za vysokých teplot).
Nyní, když již leccos víme o energii interakce mezi elektrony v atomu He (viz (10.2.25)), můžeme se vrátit zpět k soustavě rovnic (10.2.15) a dopočítat koeficienty , , určující prostorovou vlnovou funkci  dle (10.2.7).
Dosazením hodnoty  do soustavy (10.2.15) dostaneme
	


		(10.2.28)

	 

	



	



.
		(10.2.29)




Dosazením hodnoty  do soustavy (10.2.15) dále dostaneme
	


		(10.2.30)

	  

	



	



.
		(10.2.31)



Konkrétní hodnotu  určíme z požadavku, že vlnové funkce  a  dle (10.2.29) a (10.2.31) musejí splňovat normovací podmínku:
	


	


.
		(10.2.32)



Dosazení (10.2.29) a (10.2.31) do (10.2.32) vede k výsledku
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	


	


,
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(10.2.33)


což dosazeno do (10.2.29) a (10.2.31) dá:
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	





	








;
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(10.2.34)

	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
	





	








.
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(10.2.35)





Celková vlnová funkce  dle (10.2.4) musí být za všech okolností antisymetrická při záměně  (viz 10.2.6), což znamená, že spiny obou elektronů se musejí uspořádat tak, aby spinová část celkové vlnové funkce  byla:
	
a)
b)
	
antisymetrická při symetrické prostorové části 
symetrická při antisymetrické prostorové části 

	


.
		(10.2.36)



Spinové vlnové funkce jednotlivých elektronů budou:
	
, kde každá funkce 
je dvojdimenzionálním zúžením Diracových spinových funkcí :



	












.
		(10.2.37)



Takové dvojdimenziální zúžení si můžeme dovolit tehdy, když atom He nebude pod bombardující sprškou -záření, a nebudou se tudíž excitovat virtuální elektrony z Diracova vakua a vznikat tak nové elektron-pozitronové páry.
Spinové vln. funkce  a  tedy popisují spinové stavy reálného elektronu, když Diracovo vakuum nefluktuuje.
Pro 2 elektrony můžeme vytvořit 4 součiny spinových funkcí :
	





	







,
		(10.2.38)







z nichž lze vytvořit 1 antisymetrickou a 3 symetrické kombinace:
	


	












;
		(10.2.39)

	antisymetrická spinová
vlnová funkce 2 elektronů
	
	

	


graficky:

	
	



s = 0
celkový spin
obou elektronů



	
symbolické
označení:

      
	
	

	ANTISYMETRICKÝ SPINOVÝ SINGLET
	
	

	






	




	             S = 1


M = 1
	        1/2

                     spiny
              2 elektronů
	






















.
		(10.2.40)

	




	



M = 0
	                     S = 1



	
	

	



	



M = -1


	                   S = 1



	
	

	tři symetrické spinové vlnové funkce 2 elektronů

Symbolické označení:	 


	
	

	SYMETRICKÝ SPINOVÝ TRIPLET



Zkombinujeme-li nyní výsledky (10.2.34), (10.2.35), (10.2.39) a (10.2.40), a uvážíme-li (10.2.36), můžeme napsat výsledné vlnové funkce 2 elektronů v atomu He:
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…
	
singlet
(1 stav)
	





.
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	(10.2.41)

	
	

	…
	triplet

	
	
	



Shrneme-li nyní získané poznatky o energii interakce a vlnových funkcích 2 elektronů v atomu He, můžeme situaci znázornit takto:
	
			     

			        

(n1,n2)
	


	
…
	

	
…
	
singlet
	








.
		(10.2.42)

	
	


	
…
	

	
…
	
triplet
(M = -1,0,+1)
	
	

	
	
energie
interagujících
elektronů

	
vln. funkce
interagujících
elektronů

	
	
	



Je-li  , spodní energ. hladina  chybí, neboť
	


	


.
		(10.2.43)



Situace vypadá tedy následovně:
	
			     	    singlet

			        

(n, n)		           
triplet chybí
 (projev Pauliho principu)
	







.
		(10.2.44)














Nyní již můžeme získat názornou představu o nejnižších energetických hladinách atomu He:
	
           energie





	n1 = 2
	n2 = 2


	n1 = 1
	n2 = 2







	n1 = 1
	n2 = 1

	

  
  

chybí
(n1=n2:PP)

  

  

chybí
(n1=n2:PP)

	

……

……



……


……
	

 
 	



 

 
	

2. a 3. excit.
energ. hladina
(singlety)

MEZERA

1. excitovaná
energ. hladina
(triplet)

základní
energ. hladina
(singlet)
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		(10. 2.45)

	Souhlas s experimentem je
natolik výborný, že se považuje
za experimentální potvrzení
existence výměnné interakce
a fungování Pauliho principu

	
	

	ENERGETICKÉ SPEKTRUM A SPINOVÁ STRUKTURA
NEJNIŽŠÍCH STAVŮ ATOMU He
	
	



Energetické spektrum atomu He dle (10.2.45) má 2 závažné důsledky:
	

	






 S = 0
(BOSON!)



	


atom He
v základním
stavu = boson
- klíč k pochopení
supratekutosti He
při T  0
(bosonová kondenzace!)

	









;
		(10.2.46)

	

	


						  mezera




· 	    	            		     
	












.
		(10.2.47)

	
	atom He
v zákl. stavu
0

	atom He
v zákl. stavu
0

	atom He
v 1. exc. stavu
1

	atom He
v zákl. stavu
0

	…………
…………
	
	

	
	řetězec z 1023 (1 mol  4 g) silně zchlazených atomů He (T  0)
= registr pro binární kódování čísel v kvantovém počítači

	
	



Detailnější informace o kvantovém počítači a dalších jevech kvantové informatiky, jako jsou husté kódování a teleportace, lze nalézt v přednášce R. Kuchta: Kvantová teorie (3. roč. FAV + 4. roč. PF ZČU).
Podobný systém jako atom He tvoří 2 interagující atomy vodíku:
	
					       2 atomy H

		(-e)	                  (-e)








	       (+e) 		 R	            (+e)

	













.
		(10.2.48)

	atom H
	vzdálenost jader
obou
atomů

	atom H
	
	



V limitě R  0 přechází tento systém v atom He:
	
   (-e)		   (-e)







			atom He

		(+2e)

	








.
		 (10.2.49)



Výsledky pro atom He lze proto zobecnit i na 2 interagující atomy H, pouze příslušné výpočty jsou zase o stupeň komplikovanější:
Komplikace č. 1:	Energie i vlnová funkce závisejí navíc na vzdálenosti R jader obou atomů.
Komplikace č. 2:	Hamiltonián je komplikovanější, neboť každý mikroobjekt interaguje se všemi ostatními, jak je naznačeno v obr. (10.2.48).
Komplikace č. 3:	Pro vlnové funkce elektronů neplatí normovací podmínka a relace ortonormality (srov. (10.2.12)), neboť tyto vlnové funkce se nyní vztahují k různým kvantovým systémům (= atomům).
Všechny tyto 3 komplikace jsou však výlučně matematického (výpočetního) charakteru, fyzikální úvahy a myšlenky jsou naprosto stejné, jako bylo diskutováno v případě atomu He.




Vlnová funkce obou elektronů se opět hledá jako lineární kombinace součinu vln. funkcí elektronů v jednotlivých atomech (metoda LCAO … Linear Combination of Atomic Orbitals):
	

koeficienty ,  nyní funkcemi R!

	





.
		(10.2.50)



Podobně pro energii interakce obou elektronů máme:
	



 výměnná interakce

	




.
		(10.2.51)

	Energie interakce elektronů ve dvou atomech H, jejichž jádra jsou od sebe vzdálena o R,
při 2 možných uspořádáních spinů elektronů
	



Numerické výpočty (London, Heitler) pro  a  dávají:
	
interakční
energie
2 atomů H


při paralelním uspořádání spinů elektronů () se
oba atomy při všech vzdálenostech R ODPOZUJÍ
 ………






 0	             R0 = 1.5x10-10 [m]		R

Evazb = 4.5 [eV]

při antiparalelním uspořádání spinů elektronů () vzniká při
vzdálenosti R0 = 1.5x10-10 [m] stabilní vázaný systém obou atomů s vazbovou energií
Evazb = 4.5 [eV]
= MOLEKULA H2
 …






-e		           -e




+e		           +e





 R0 = 1.5x10-10 [m]
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.
		(10.2.52)



Takovým způsobem tedy teprve kvantová fyzika na základě výměnné interakce mezi nerozlišitelnými elektrony vysvětlila 100letý problém chemiků – proč vlastně vzniká molekula, tj. proč se vážou 2 neutrální atomy. Není divu, že Nobelova cena pro autory nenechala na sebe dlouho čekat. Další pozoruhodné vlastnosti molekul (vibrace, rotace apod.) se rozebírají ve výběrové přednášce R. Kuchta: „Fyzika mikrosvěta“.
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