12. týden

PRINCIPY KVANTOVÉ STATISTIKY A JEJICH DŮSLEDKY
Základním cílem kvantové statistiky je nalézt nejpravděpodobnější způsob, kterým určitá energie E může být rozdělena mezi N mikroobjektů nacházejících se ve stavu termodynamické rovnováhy charakterizované teplotou T, a to tak, že
	
n1 mikroobjektů bude mít energii 1
n2				               2

nk				               k


		(12.1)


přičemž
	

	


.
		(12.2)



Na cestě k dosažení tohoto cíle vychází kvantová statistika ze 2 principů:
	Princip stejných šancí: každý stav s danou energií k má stejnou pravděpodobnost být obsazen nějakým mikroobjektem.
	Princip většinové demokracie: pravděpodobnost určitého rozdělení mikroobjektů podle energií je tím větší, čím větší je počet různých způsobů, kterými lze toto rozdělení uskutečnit. Označíme-li tento počet symbolem W, platí tedy:
	
Nejpravděpodobnější rozdělení je to, pro něž W = maximum

	

.
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Nechť gx je počet různých kvantových stavů s energií k, tj. stupeň degerace energetické hladinyk:
	
Např.
			   k

  gk = 4

	



.
		(12.4)



Číslo gk nazýváme v kvantové statistice statistická váha energetické hladiny k.






V souladu s principem většinové demokracie (12.3) musíme nyní vyjádřit počet různých způsobů W, kterými lze na soubor energetických hladin  se statickými vahami  rozmístit N mikroobjektů s celkovou energií E, a pak najít takové rozmístění, při němž je W maximální:
	







N mikroobjektů
s celkovou
  energií E
	
  nk


gk



n1 mikroobjektů


g1 stavů

	

… k


… 2



… 1
	






	










.
		(12.5)

	
	
  W = maximum

	
	
	



Nyní určíme W pro 3 případy:
	mikroobjekty jsou nerozlišitelné fermiony;
	mikroobjekty jsou nerozlišitelné bosony;
	mikroobjekty jsou rozlišitelné (lhostejno, zda fermiony či bosony).

	Mikroobjekty jsou nerozlišitelné fermiony (tj. v každém stavu může být maximálně 1 mikroobjekt (Pauliho princip):
	
nk mikroobjektů


	          … k

gk stavů

	




.
		(12.6)



gk stavů lze permutovat gk! způsoby, ale nk! permutací obsazených stavů a (gk – nk)! permutací volných stavů vede díky nerozlišitelnosti ke stejnému výslednému rozdělení mikroobjektů 
 existuje  různých způsobů rozdělení na hladině k.
Celkem pak:
	

počet různých způsobů
rozdělení na všechny hladiny



	







.
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	FERMI-DIRACOVA STATISTIKA
	
	
	




	Mikroobjekty jsou nerozlišitelné bosony (v každém stavu může být libovolný počet mikroobjektů):
	
  nk mikroobjektů

	        
· 	          	           	             
  (gk-1) „mezer“ oddělujících jednotlivé strany


  gk – stavů

	






.
		(12.8)



Mikroobjekty a „mezery“ můžeme nyní mezi sebou libovolně permutovat, neboť je lhostejno, kolik mikroobjektů bude, v kterém stavu.
Takto můžeme vytvořit  permutací.
Z tohoto počtu však nk! permutací mezi samotnými mikroobjekty a (gk – 1)! permutací mezi samotnými „mezerami“ neovlivní celkové rozdělení 
 existuje  různých rozdělení.

	



	





.
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	BOSE-EINSTEINOVA STATISTIKA
	
	



	Mikroobjekty jsou rozlišitelné (lhostejno zda bosony či fermiony):
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	MAXWELL-BOLTZMANNOVA STATISTIKA
	
	




Nyní hledáme  tak, aby:
	



	





.
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Matematicky jde o vyšetření vázaného extrému funkce W při dvou vedlejších podmínkách.
Velmi účinným postupem je zde metoda Lagrangeových multiplikátorů.
Zaveďme funkci
	



	








.
	(12.12)

	 … neznámé veličiny
 vstupní (známé) parametry
ln … přirozený logaritmus
 … Lagrang. multiplikátory

	  0			         0

  vedlejší podmínky
       analog mechanických
vazeb

	
	



Z (12.12) je zřejmé, že:
	
	;
	 má maximum pro tentýž soubor hodnot n1, n2, … jako W, neboť ln je monotónně rostoucí funkce;
	všechny neznámé n1, n2, … jsou nezávislé, neboť vedlejší podmínky (vazby) jsou uváženy automaticky za cenu zvýšení počtu neznámých o 2 (1, 2).

	






.
		(12.13)



Podmínka pro volný extrém funkce  pak zní:
	

k = 1, 2, …, M

	



.
		(12.14)









Dosazením (12.12) do (12.14) máme
	


		(12.15)

	 

	

k = 1, 2, …, M

	













.
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  Současně:   
	

	
	
	

	
	

	
	
	

	
Celkem:  M + 2 rovnic pro M + 2 neznámých


	
	
	



Jako příklad konkrétního výpočtu si vezměme W dle Fermi-Diracovy statistiky (12.7):
	



	  

	


	



.
		(12.17)



Ve statistice uvažujeme obrovské soubory mikroobjektů (ni  1023) a mnohonásobně degenerované energetické hladiny (gi  1023). Pro takto velká čísla platí (s přesností  99,99 %):
	



	(Stirlingův vztah)
	



.
		(12.18)








Dosazením (12.18) do (12.17) dostaneme:
	






	








.
		(12.19)



Odtud derivováním podle nk:
	




(-1)







	
















.
		(12.20)



Dosazením (12.20) do (12.16) dostaneme:
	


		(12.21)

	 

	

	 

	


	


.
		(12.22)






Zaveďme nyní nové parametry  a , definované vztahy:
	



	




.
		(12.23)



Pomocí nich máme:
	


	


,
		(12.24)


odkud vidíme, že  i  mají fyzikální význam jistých energií, neboť exponent () v (12.22) musí být fyzikálně bezrozměrný.
Dosazením (12.24) do (12.22) nakonec máme:
	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
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Dvě neznámé energie  a , vystupující v (12.25), dostaneme ze dvou rovnic:
	



		(12.26)

	  

	

známé vstupní parametry

známé vstupní parametry

	





.
		(12.27)



Tyto nalezené funkce dosadíme zpět do (12.25) a máme tak
	

    známé vstupní parametry

	


.
		(12.28)




Tím je nalezeno nejpravděpodobnější rozdělení N nerozlišitelných fermionů s celkovou energií E na jednotlivé energetické hladiny 12… se statistickými vazbami g1g2… Říká se mu Fermi-Diracovo rozdělení:
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	

	;    ,  … řešení rovnic (12.26)
	


.
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Zcela analogickým způsobem [viz rov. (12.17) – (12.29)] dostaneme nejpravděpodobnější rozdělení N nerozliš. bosonů s celkovou energií E na hladiny 12… se statistickými vahami g1g2… - Bose-Einsteinovo rozdělení:
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	

kde  a  jsou řešením rovnic


	







.
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		(12.30)



Stejně tak dostaneme nejpravděpodobnější rozdělení N rozlišitelných mikroobjektů – Maxwell-Boltzmannovo rozdělení:
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	

kde  a  jsou řešením rovnic

	





.
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		(12.31)



Zaveďme nyní tzv. ROZDĚLOVACÍ FUNKCI, která realizuje výše uvedená rozdělení (12.29) – (12.31):
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Př. 1 (fermiony)

nk = 2

 k

gk = 6



	






















.
		(12.33)

	
Př. 2 (bosony) 

 nk = 18

 k

  gk = 6



	
	

	Rozdělovací funkce fk má tedy význam průměrného počtu mikroobjektů v 1 kvantovém stavu na dané energetické hladině k.

	
	



Užitím (12.29) – (12.31) dostaneme nyní podle definice (12.32):
	
	


	



;
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		(12.34)

	
	FERMI-DIRACOVA ROZDĚLOVACÍ FUNKCE
(pro soubor nerozlišitelných fermionů)

	
	
	

	
	


	
;
	
		(12.35)

	
	BOSE-EINSTEINOVA ROZDĚLOVACÍ FUNKCE
(pro soubor nerozlišitelných bosonů)

	
	
	

	
	


	


.
	
		(12.36)

	
	MAXWELL-BOLTZMANNOVA ROZDĚLOVACÍ FUNKCE
(pro soubor rozlišitelných mikroobjektů)
	
	
	





Z definice (12.32) máme nk = fk.gk, takže rozdělovací funkci si můžeme názorně představit následovně:
	




                     fk


                       f2
počet mikroobjektů…N
jejich celková energie…E
                        f1
	

  nk = fk.gk


gk

 n2 = f2.g2


n1 = f1.g1

 g1

	


… k



… 2


… 1



	












.
		(12.37)

	
rozdělovací
funkce

	


	

	
	



Při počtu mikroobjektů N  1023 jsou jednotlivé energetické hladiny tak blízko u sebe, že jejich energie lze považovat za spojitě se měnící od 0 do . Dostáváme tak spojitý analog (12.37):
	
 


 
      f()	  g()


 N, E

 0

	










.
		(12.38)

	spojitá
rozdělovací
funkce

	
	
	
	



Spojité verze rozdělovacích funkcí (12.34) – (12.36) mají zřejmě následující tvar:
	


	
(Fermi – Dirac)
	









.
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	(Bose – Einstein)
	
	
	

	
	(Maxwell – Boltzmann)

	
	
	







Je užitečné porovnat si jejich průběh graficky:
	

fBE()
fMB()



makrosvět
(zákonitosti
klasické fyziky)
mikrosvět
(zákonitosti
kvantové fyziky)



asymptota
 1


 fFD()
½



-2            -1	       0            1             2

	














.
		(12.40)



Pro velké hodnoty    všechny 3 rozdělovací funkce splývají. To je přímo vidět z explicitního tvaru všech funkcí (12.39).
Je-li
	


	

,
		(12.41)


platí:
	


           lze zanedbat
  oproti



           lze zanedbat

		(12.42)
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,
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což můžeme interpretovat tak, že za podmínky  kvantová statistika přechází v klasickou.


Protože , platí
	


		(12.44)



Nerovnost (12.44) říká, že ke splnění podmínky  STAČÍ, aby platilo:
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	postačující podmínka přechodu
 kvantové statistiky v klasickou



Nyní, majíce k dispozici spojité verze rozdělovacích funkcím (), zaměříme pozornost na spojitou verzi statistických vah gk, tj. na funkci  v obr. (12.38);  = počet kvantových stavů s energií  (stupeň degenerace energ. hladiny ):
	

 …  objem fázového prostoru
mikroobjektu s energií ;
 … objem elementárního kvanta
 fázového prostoru;
fázový prostor … 
 bod

		(12.46)



Pro 6-dimenzionální element fázového prostoru máme:
	


	

.
		(12.47)












V mikrosvětě podle Heisenbergovy relace neurčitosti platí:
	




		(12.48)

	

	


	





.
		(12.49)



Užitím (12.49) můžeme vztah (12.46) přepsat ve tvaru:
	


	



.
		(12.50)



Funkci  určíme takto:
	


	


.
		(12.51)



Ve vztahu (12.51) je dV element objemu souřadnicového prostoru, p2sin „jakobián“ transformace .
Nyní vezmeme 5-tidimensionální integrál z (12.51) přes všechny proměnné kromě velikosti hybnosti p:
	


		(12.52)

	  

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	


	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(12.53)

	  element objemu fázového prostoru, v němž
 mikroobjekt má velikost hybnosti v int. (p,p+dp)


Předpokládejme dále, že uvnitř souřadnicového objemu V, v němž se mikroobjekt nachází, nepůsobí na něj žádné síly a pohybuje se nerelativisticky. Pak platí:
	


	





.
		(12.54)



Ze vztahu (12.54) máme:
	


		(12.55)

	 

	


	


.
		(12.56)



Dosazením (12.55) a (12.56) do (12.53) dostaneme:
	


		(12.57)

	  

	


		(12.58)

	  

	


	



.
		(12.59)



Dosazením tohoto výrazu do (12.50) nakonec dostaneme:
	


		(12.60)

	

	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
	

	


.
	[image: Vykřičník se souvislou výplní]
		(12.61)

	  počet kvantových stavů volného nerelat.
mikroobjektu s energií  a hmotností m
  nacházejícího se v prostoru o objemu V



Užitím (12.61) odvodíme nyní explicitní tvar parametrů  a  pro Maxwell-Boltzmannovu rozdělovací funkci.
Podle (12.39) máme:
	


	

.
		(12.62)



Pro celkový počet částic N a jejich celkovou energii E platí podle (13.28):
	




	







.
		(12.63)



Dosazením (12.62) a (12.61) do (12.63) dostaneme:
	



	  

	


		(12.64)

	



	

	


		(12.65)



V integrálech vystupujících v (12.64) a (12.65) zavedeme substituci:
	

 

	



,
		(12.66)




takže:
	



		(12.67)

	



	







.
		(12.68)



Dosazením výsledků (12.67) a (12.68) do (12.64) a (12.65) dostaneme:
	


		(12.69)

	


		(12.70)

	  

	


		(12.71)



Podíl  však není nic jiného než střední energie 1 částice ve statistickém souboru řídícím se MB-rozdělovací funkcí:
	

k … Boltzmannova konstanta
T … termodynamická teplota souboru částic

	






.
		(12.72)



Porovnáním (12.71) a (12.72) máme:
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		(12.73)





Dosazením tohoto výsledku do rovnice (12.69) dále dostaneme:
	


		(12.74)
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.
		(12.75)

	
	univerzální
 konstanta
	  charakteristiky
  souboru částic
	
	

	
	 … objemová koncentrace částic v souboru
m … hmotnost 1 částice souboru
T … termodyn. teplota souboru

	
	



Vztahy (12.73) a (12.75) určují parametry  a  vystupující v MB-rozdělovací funkci (12.62).
Parametr  je podle (12.73) jednoznačnou funkcí termodynamické teploty souboru částic a má fyz. význam 2/3 střední energie jedné částice souboru:

Parametr  dle (12.75) závisí nejen na termodynamické teplotě T, ale též na hmotnosti jednotlivých částic (m) a jejich objemové koncentraci . Parametr  se nazývá chemický potenciál daného souboru částic.
Kombinací vztahů (12.62), (12.73) a (12.75) máme nyní kompletně určenu Maxwell-Boltzmannovu rozdělovací funkci:
	



	[image: Více než 20 000 obrázků na téma Ikona Vykřičníku a Vykřičník zdarma -  Pixabay]
		(12.76)

	    Maxwell-Boltzmannova rozdělovací funkce pro
  soubor N rozlišitelných mikroobjektů (částic)
o hmotnostech m, nacházejících se v objemu V
                  při termodynamické teplotě T





Pomocí explicitního tvaru chemického potenciálu  dle (12.75) můžeme nyní formulovat postačující podmínku přechodu kvantové statistiky v klasickou (viz (12.45)) v následujícím tvaru:
	



	  

	


		(12.77)
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		(12.78)

	postačující podmínka přechodu kvantové statistiky v klasickou,
vyjádřená pomocí fyzikálních charakteristik souboru:
m … hmotnost částic souboru
T … termodynamická teplota souboru
 … objemová koncentrace částic souboru



Typická situace, kdy podmínka (12.78) splněna je, a lze tudíž bez obav použít klasickou, tj. MB-statistiku, je následující:
	
· těžké částice (m velké)
 	vysoké teploty (T velké)
 	nízké obj. koncentrace ( malé)
(např. řídký horký plyn tvořený víceatomovými molekulami)

	




.
		(12.79)



Typická situace, kdy podmínka (12.78) splněna není, je následující:
	
 	lehké částice (m malé)
 	nízké teploty (T malé)
 	vysoké koncentrace ( velké)
(např. hustý oblak elektronů v silně zchlazených krystalech,
nebo kapalné helium při T  0)

	





.
		(12.80)



Protože podmínka (12.78) je pouze postačující, nikoli nutná, její nesplnění neznamená automaticky nepoužitelnost HB-statistiky, pouze signalizuje, že se musí explicitně použít kvantová statistika (FD či BE) a výsledky porovnat s MB-statistikou, zda souhlasí či nikoli. V žádném případě však MB-statistiku v této situaci nelze použít á priori – může to vést k velkým omylům.
Ukazuje se zejména, že při T  0 jsou rozdíly mezi výsledky klasické a kvantové statistiky obrovské, takže při těchto teplotách je nezbytné používat kvantovou statistiku a rozlišovat, jaký druh mikroobjektů (fermiony či bosony) uvažujeme, např.
	elektrony ve zchlazených krystalech
	…
	fermiony
	…
	FD-statistika

	atomy He při T  0
	…
	bosony
	…
	BE-statistika
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