[bookmark: _Hlk200442390]13. týden

CHOVÁNÍ SOUBORU KVANTOVÝCH MIKROOBJEKTŮ PŘI RŮZNÝCH TEPLOTÁCH – SUPRATEKUTOST A SUPRAVODIVOST
13.1	Soubor nerozlišitelných fermionů
Víme, že pro takový soubor platí Fermi-Diracova rozdělovací funkce (viz (12.39)):
	


	



.
		(13.1.1)



Parametr  se volí stejný jako u MB-rozdělovací funkce, tj.
	


	

,
		(13.1.2)


a veškeré rozdíly se absorbují do chemického potenciálu .
Máme tedy:
	


	



;
		

	


	





.
		(13.1.3)



Rovnice (13.1.3), na rozdíl od analogické rovnice pro , (viz (12.63)), která umožňovala analytické řešení pro , takový luxus neposkytuje, a hledaný chem. potenciál je z ní nutno extrahovat numericky.
Grafické znázornění výsledků  jako funkce T je následující:
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(0)
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.
		(13.1.4)





Existuje však jeden důležitý speciální příklad – tzv. dvouhladinový systém 
	jehož reprezentantem je např.LASER -
	
	metastabilní stav

	
	
	základní stav,


kdy T lze získat v analytické formě:
	

  energie
  nMS
	       EMS		gMS



	       0		g0
		   n0

	







		(13.1.5)
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Předpokládejme pro jednoduchost, že gMS = g0 = g. Pak rovnici (13.1.6) můžeme postupně upravit na tvar:
	


		(13.1.7)
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		(13.1.8)

	 analytický výraz pro chemický potenciál  souboru N
 nerozlišitelných fermionů, rozmístěných na 2 energ.
hladinách (0 a EMS) se stejnou statistickou vahou g



Uvažujme nyní speciální případ , tj.
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Dosazením (13.1.9) do (13.1.8) dostaneme
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Pomocí (13.1.10) spočtěme:
	




	








.
		(13.1.11)



Zaveďme nyní bezrozměrný parametr
	


	      N

	




,
		(13.1.12)


udávající relativní populaci (obsazenost) metastabilní energetické hladiny EMS.
Dosazením za nMS a n0 (s uvážením, že gMS = g0 = g) podle (13.1.5) dostaneme:
	


	





.
		(13.1.13)






Při platnosti podmínky (13.1.11) můžeme v čitateli a jmenovateli výrazu (13.1.13) zanedbat 1 a 2 oproti , takže máme:
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Velmi zajímavá je závislost termodynamické teploty T na parametru , vyjádřená z rovnice (13.1.14):
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Termodynamický zlom v (13.1.16) zřejmě odpovídá maximu závislosti entropie uvažovaného dvouhladinového systému na energii:
	
termodynamický zlom

		   T







		    0					
relativní
   populace
 MS-hladiny




		                normální	        inverzní
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nekoherentní,
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monochromatické,
koherentní,
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Nyní se vraťme k FD rozdělovací funkci (13.1.2) pro obecný případ spojitého souboru energ. hladin :
	


      

(viz 13.1.4)
(0)

 0				          T

	








.
		(13.1.18)



Zobrazme si  pro 4 různé teploty T:
	

fFD()
			T = 1000 K

1



0
       (T)		

	

fFD()
			T = 300 K
      (pokojová teplota)
1



0
	                    (T)	                

	























.
		(13.1.19)

	

fFD()
			T = 10 K

1



0
        (T)		
	

fFD()
			T = 0 K

1



0
	                  (0)	                

označme
F
	
	

	
	
zcela zaplněné
hladiny
	
zcela prázdné
      hladiny
	
	

	
	
FERMIHO HLADINA

	
	



Energii Fermiho hladiny F určíme následovně.
Vyjdeme z podmínky
	


	



.
		(13.1.20)





Při teplotě T = 0 K je
	
1 pro 

0 pro 

	



.
		(13.1.21)



Dosazením do (13.1.20) máme:
	




		(13.1.22)

	  

	



(viz 12.61)

		(13.1.23)

	  

	


		(13.1.24)

	  

	


		(13.1.25)
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	  energie Fermiho hladiny souboru N nerozlišitelných
fermionů o hmotnosti m, nacházejících se v objemu V






Pomocí F můžeme dále spočítat např. střední energii 1 fermionu v uvažovaném souboru:
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Nyní obrátíme pozornost k souboru nerozlišitelných bosonů.
  


13.2	Soubor nerozlišitelných bosonů
Takový soubor se řídí Bose-Einsteinovou rozdělovací funkcí:
	





      


  
  = …

	














.
		(13.2.1)



Podobně jako v případě nerozliš. fermionů, ani zde nelze chemický potenciál  určit obecně v analytické formě.
Numerické výsledky dávají:
	
0
					T

BOSONY



		(13.2.2)

	
	                 

Srov.
	           F

	 0	       FERMIONY		T


	



Z (13.2.2) vidíme 2 zásadní odlišnosti od předchozího případu nerozlišitelných fermionů:
	

	
    0;

		(13.2.3)

	
	(0) = 0 … tj. neexistuje „bosonový“ analog
 Fermiho hladiny

	







První relaci snadno pochopíme, zobrazíme-li si  pro   0,  = 0 a   0:
	
  0


fBE()





	     0				




		                0

			  0

odporuje to definici
rozdělovací funkce
  jako průměrného
počtu částic v 1 stavu

		(13.2.4)

	
 = 0









0			    


    = 0

	
  0









	       0		          


  0
		(13.2.5)

	takže na intervalu energií  je všude 

	













Neexistenci bosonového analogu Fermiho hladiny snadno pochopíme, zobrazíme-li si průběh  pro různé teploty:
	

fFB()
			T = 1000 K






0			

	

fFB()
			T = 300 K






  0			               

	




















.
		(13.2.6)

	

fFB()
			T = 10 K






0			
	

fFB()
			T = 0 K






 0			               

	
	

	
libovolný počet bosonů
je na hladině 0
(BOSONOVÁ KONZENZACE)

	
	



Srovnáním (13.2.6) a (13.1.19) vidíme, že při teplotách T  1000 K se  a  od sebe příliš neliší, avšak při teplotách T  0 je mezi nimi dramatický rozdíl:
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			T = 0 K
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0			              
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Z (13.2.6) dále vidíme, že s klesající teplotou postupně přibývá bosonů s energií  = 0. Bosonovou kondenzaci tak můžeme chápat jako fázový přechod mezi normální a kondenzovanou fází daného souboru bosonů:
	





    pokles teploty


  N






   N

	
















.
		(13.2.8)

	NORMÁLNÍ
FÁZE
	
bosonová kondenzace
jako fázový přechod
	KONDENZOVANÁ
FÁZE
	
	

	
  Pozn.: klasickým analogem může být např. kondenzace vodních par
 na skle při klesající teplotě
	
	



Bosonová kondenzace má klíčový význam pro objasnění jevů, jakými jsou SUPRATEKUTOST a SUPRAVODIVOST látek.
 Supratekutost
Uvažujme statistický soubor atomu He (N  1023):
	






   T  300 K

	
individuální   elektrony (fermiony)




	



pokles teploty

KLASICKÝ FÁZOVÝ PŘECHOD
(kondenzace plynu na tekutinu)
	






s = 0
(boson)

	



T  10 K
	






.
		(13.2.9)












Další pokles teploty:
	  






        T  10 K
    


0
	


BOSON




	



pokles teploty

	



BOSON






	






T  0 K
		(13.2.10)

	

KVANTOVÝ FÁZOVÝ PŘECHOD
(bosonová kondenzace atomů He v zákl. stavu =
= kondenzace tekutiny na supertekutinu)

	

	







T  10 K

tekutina

	



	







T  0 K

supratekutina
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		(13.2.11)

	
	
	 = 0  interakce s okolím vždy
větší než vnitřní soudružnost
 na přemisťování atomů supratekutiny netřeba vynakládat žádnou energii  mizí viskozita

	
	
















 Supravodivost
Uvažujme statistický soubor elektronů v krystalu:
	
volné elektrony
(fermiony)
ve vodivostním pásu
(T  300 K)

vázané elektronové
páry s nulovým
 spinem (bosonu)
(T  10 K)





			             s = 0       s = 0
FERMIHO HLADINA
F



T  0
  0


	



























.
		(13.2.12)

	 bosonová kondenzace
vázaných el. párů s s = 0
	
SUPRAVODIVOST
	
	

	
NORMÁLNÍ
 VODIVOST
	
individuální elektrony (fermionu) 
pod Fermiho hladinu nemohou
(je tam obsazeno a platí Pauliho princip!);
vázané elektronové páry se spinem
s = 0 (bosony) však mohou vesele
kondenzovat až na energii  = 0,
neboť pro bosony Pauliho princip
neplatí.
	
	

	

KVANTOVÝ FÁZOVÝ PŘECHOD
MEZI NORMÁLNÍ VODIVOSTÍ
A SUPRAVODIVOSTÍ

	
	

	 = 0  vázané el. páry s = 0 mohou být přemisťovány bez
vynaložení vnější energie  krystal. mříž neklade pohybu
párů žádný odpor  přestává platit Ohmův zákon 
libovolně malý předmět implikuje libovolně velký proud.
	
	



Klíčová otázka tedy je: Co způsobuje vznik vázaných elektronových párů se spinem s = 0?
Odpověď:
	interakce elektronů s elementárními kvanty oscilací krystal. mřížky (=fonony);
	výměnná interakce mezi elektrony jako nerozlišitelnými mikroobjekty.
Sumární přitažlivou interakci popišme velmi schématickým modelovým operátorem:
	


	



.
		(13.2.13)







Hamiltonián 2 interagujících elektronů bude:
	


	













.
		(13.2.14)

	


	


	
	

	

         F + 
                
			      E
šířka
vodivostního
pásu
těsně nad
Ferm. hladinou

     F





	
	



Charakteristické funkce hamiltoniánu  hledáme ve tvaru:
	

superpozice přes všechny
energie vodivostního pásu

	





.
		(13.2.15)



Požadujeme po nich, aby platilo:
	

   
 hledaná energie
interagujícího
páru

	




.
		(13.2.16)



Dosazením  dle (13.2.14) a  dle (13.2.15) do (13.2.16) dostaneme:
	


		(13.2.17)



Označme:
	


	




.
		(13.2.18)




Z rovnice (13.2.17) pak máme:
	


		(13.2.19)
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Dále dosadíme (13.2.20) do (13.2.18):
	


		(13.2.21)

	 

	


		(13.2.22)

	 

	


		(13.2.23)

	minimální energie
2 volných elektronů
	energie
2 vázaných elektronů
	

	
 vazbová energie páru
(Evazb)
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		(13.2.24)

	 vazbová energie elektronového páru
 se spinem s = 0 (Cooperova páru)
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