Kapitola 3

Základy logiky a logického programování

Vìdní disciplina nazývaná logika je naukou, která se ji¿ po více ne¿ dvì tisíciletí zabývá studiem lidského uva¿ování. Své koøeny má ji¿ v antickém Øecku, "logiké techne" znamená v øeètinì umìní uva¿ovat. Mezi základní úlohy logiky patøí nalézání metod správného usuzování, tedy postupù, které dovolují pøecházet od poznatkù, jejich¿ pravdivost byla ovìøena, k poznatkùm novým, vyplývajícím a také pravdivým.

Existují dva zpùsoby poznávání skuteènosti : pøímý a nepøímý. Pøímé poznávání je empirické a spoèívá v aplikování pøísluźného poznávacího postupu na objekty reálného svìta, jich¿ se týká. Patøí sem napø. pozorování, mìøení a experimentování. Druhý zpùsob poznávání { nepøímý { je zalo¿en na vyplývání nových poznatkù z poznatkù ji¿ døíve získaných. Vìtźinou mu pøedchází empirické poznávání a usuzování vyjadøuje závislosti mezi poznatky pùvodními. Nìkdy se tento zpùsob poznávání nazývá také teoretický. Metody teoretického poznávání { vyplývání { zkoumá logika.

Zjiźtìné poznatky jsou zaznamenávány vhodným jazykem. Logika nabízí jazyky navr¿ené právì k tìmto úèelùm. Lze provìøovat jejich syntax, tedy zabývat 54 se správnou tvorbou jejich výrazù. Symboly logických jazykù vźak vìtźinou odkazují k nìjakým významùm, je tedy tøeba se zabývat i zpracováním sémantiky.

Jazyky logických poètù (nìkdy pou¿íváme pojmu kalkulù) umo¿òují jednak pøesnì a úspornì vyjadøovat poznatky, jednak formalizovat usuzování. Ka¿dý symbol abecedy jazyka zastupuje èást poznávané reality ve svìtì, o kterém jazyk vypovídá, je mu tedy pøisouzen význam. Ze symbolù jazyka vytváøíme podle syntaktických pravidel slova. Správnì vytvoøená slova jazykù logických kalkulù nazýváme formule.

Nové poznatky mù¿eme odvodit dvìma zpùsoby: dedukcí a indukcí.

Dedukce je zpùsob usuzování, kdy z pomìrnì malého poètu výchozích formulí odvozujeme nebo dokazujeme formule dalźí. Pøitom je tøeba zachovávat logickou pravdivost, tj. pøecházet od pravdivých formulí opìt jenom k pravdivým. Dùkazem nìjaké formule nazveme pøi deduktivním usuzování koneènou posloupnost formulí, její¿ posledním èlenem je dokazovaná formule a v ní¿ pravdivost ka¿dé formule byla nále¿itì prokázána. To lze provést dvìma zpùsoby: 1. Formule tvoøící jistý výchozí soubor jako pravdivé de˛nujeme. Tyto formule nazýváme axiómy. Axióm potom mù¿e být libovolným èlenem dùkazu (dùkaz = posloupnost formulí) s výjimkou posledního; axióm toti¿ dedukcí nedokazujeme, je pravdivý podle de˛nice.

2. Pravdivost formulí v posloupnosti lze dokázat pomocí pravidel správného usuzování z formulí, které nazýváme premisy (pøedpoklady), pøièem¿ pravidla usuzování zaruèují, ¿e jsou-li premisy pravdivé, je pravdivý i závìr .

Za axiómy mù¿eme vzít napø. formule, které vyjadøují základní výsledky naźeho pozorování èi experimentu (v pøípadì, ¿e deduktivnì zkoumáme napø. nìjaký fyzikální systém), nebo formule, které pokládáme za evidentní. V podstatì lze øíci, ¿e výbìrem axiómù vymezujeme tu èást reality, kterou budeme dedukcí poznávat. Je to ta èást, ve které axiómy platí.

Jedním ze základních po¿adavkù kladených na soubor axiómù je po¿adavek jejich bezespornosti. Soubor axiómù prohlásíme za bezesporný, pokud existují pouze formule, které z nìj lze pravidly správného usuzování odvodit. V opaèném pøípadì (kdy lze odvodit libovolnou formuli) hovoøíme o sporném souboru axiómù. Bezespornost lze také de˛novat po¿adavkem, aby ze souboru axiómù nebylo mo¿no odvodit nìjaké formule a souèasnì jejich negaci. Lze ukázat, ¿e obì de˛nice bezespornosti jsou ekvivalentní, první z nich vźak nepou¿ívá pojem "negace".

Formule, které dokazujeme ze souboru axiómù, nazýváme teorémy (nìkdy té¿ vìty). Dùkaz teorému (vìty), tak jak jsme jej popsali, má nìkteré významné vlastnosti: Teorém je odvoditelný podle pravidel správného usuzování z pøedpokladù. Pøedpoklady jsou buï axiómy nebo teorémy, které z axiómù vyplývají a lze je z nich dokázat. Teorém nemù¿e být svým vlastním pøedpokladem nebo pøedpokladem svých pøedpokladù.

Pøi budování axiomatizovaného deduktivního systému se mù¿eme také setkat s pojmem de˛nice. De˛nice pojmenovávají slo¿itìjźí poznatky a slou¿í k vìtźí úspornosti zápisu. Teoreticky vzato se lze bez de˛nic obejít, jejich praktický význam je vźak znaèný.

Indukce spoèívá v odvozování obecného poznatku z øady poznatkù speciálních. Induktivní metody jsou spojovány s empirickým poznáváním, kterým speciální po¿adavky èasto získáváme. Chceme-li napø. dokázat obecný poznatek "Vźichni sourozenci pana X mají krevní skupinu A", provedeme ka¿dému sourozenci pana X zkouźku krve a jestli¿e ve vźech pøípadech zjistíme skupinu A, je poznatek dokázán. Takováto metoda vychází z posouzení vźech mo¿ných speciálních pøípadù a nazývá se úplná indukce (nezamìòovat s matematickou indukcí). Je zøejmé, ¿e úplná indukce je pravidlem správného usuzování. Dùkaz úplnou indukcí je vźak proveditelný jen v pøípadì koneèného poètu alternativ, které je tøeba posoudit, a pøijatelný, pokud tento poèet není pøíliź velký.

Èasto se stává, ¿e vźechny speciální pøípady není mo¿né vyhodnotit, proto¿e jejich poèet je nekoneèný nebo je koneèný, ale pøípadù je pøíliź mnoho. Pak se uchylujeme k prozkoumání pouze omezeného koneèného poètu pøípadù. Získaný úsudek vźak není pravidlem správného odvozování a nazývá se neúplná indukce. Aèkoliv neúplná indukce nemù¿e zaruèit pravdivost závìrù, bývá pomìrnì èasto vyu¿ívána, proto¿e je jediným dostupným zpùsobem usuzování (odvozování). Napø. vìtźina poznatkù z fyziky je odvozena neúplnou indukcí. Závìry takto získané pak nenazýváme teorémy (vìtami), nýbr¿ zákony.

3.1 Výroková logika

Nejjednoduźźí logikou je výroková logika . Tvrzení, o kterých má smysl rozhodnout, zda jsou pravdivá, nazýváme výroky. Vìty typu "tøi plus ètyøi je sedm", "Jiøí má sestru" jsou tzv. elementární výroky. Jejich elementárnost spoèívá v tom, ¿e je nelze dále rozlo¿it na výroky jednoduźźí. Výrazy typu "tøi plus ètyøi" nebo "má sestru" ji¿ nejsou výroky, proto¿e nemá smysl hovoøit o jejich pravdivosti. Výroková logika se nezabývá vnitøní strukturou elementárních výrokù, na elementárních výrocích posuzujeme pouze jejich pravdivost nebo nepravdivost. Výrokovou logiku zajímá pouze, zda výroky nabývají jednu ze dvou mo¿ných pravdivostních hodnot { pravda nebo nepravda ( true nebo false ). Elementární výroky lze proto nahradit (zastoupit) libovolnì zvolenými symboly, kterým pøiøadíme stejnou pravdivostní hodnotu jako výrokùm zastoupeným.

Tiskacími písmeny velké latinské abecedy (popø. s indexem) budeme oznaèovat výrokové promìnné. Výroková promìnná zastupuje elementární výrok (viz výźe), kterému mù¿eme pøiøadit pravdivostní hodnotu. Obdobnì mù¿eme pøiøadit pravdivostním hodnotám pravda a nepravda jednoduźźí symboly { napø. 1 a 0 nebo T , F . Potom zastupuje-li napø. výroková promìnná A výrok "èíslo 25 je sudé", budeme øíkat ¿e A má hodnotu (nebo radìji A nabývá hodnoty ) 0 , resp. F místo toho, abychom øíkali, ¿e výrok "èíslo 25 je sudé" je nepravdivý. Pøitom vźak budeme neustále mít na mysli, ¿e A zastupuje uvedený výrok a symbol 0 , resp. F znamená hodnotu "nepravda". Pøiøazení pravdivostní hodnoty elementárním výrokùm výroková logika neøeźí, pravdivostní hodnotu získáme aplikováním vhodného poznávacího postupu na zkoumanou realitu. Elementární výroky tedy vyjadøují výsledky pøímého poznávání.

Z elementárních výrokù mù¿eme tzv. logickými spojkami a v pøípadì nutnosti té¿ závorkami vytváøet slo¿ené výroky. Ve slo¿ených výrocích budeme pou¿ívat logické spojky ¬, ∧, ∨, →, ⇔ a jimi budeme de˛novat logické funkce negace, logický souèin (konjunkce), logický souèet (disjunkce), podmínìný soud (implikace), a logická rovnost (ekvivalence). V dalźím budeme pøedpokládat, ¿e význam logických spojek a jimi vyjádøených logických funkcí je dostateènì znám z pøedchozího studia. Pokud ne, lze jej nalézt v libovolné uèebnici základù logiky (napø. [Brabec80], [Manna81], [ľtìpánek82]).

3.1.1 Jazyk výrokové logiky

Zavedením výrokových promìnných, logických spojek a závorek jsme vymezili symboly pou¿ívané jazykem výrokové logiky. Výrazy tohoto jazyka v dalźím vyu¿ijeme k popisování naźich poznatkù z reálného svìta a k odvozování poznatkù dalźích. Ka¿dá posloupnost tìchto symbolù vźak nepatøí do jazyka výrokové logiky (napø. A ∧ → B, → B atd.). Správnì vytvoøené výrazy jazyka výrokové logiky budeme nazývat výrokové formule . Jejich syntax vymezuje následující de˛nice:

Oznaème V = {¬, ∧, ∨, →, ⇔, (, ), A, B, C, ...} abecedu jazyka výrokové logiky, kde A, B, C, ... oznaèují výrokové promìnné.

1. Ka¿dá výroková promìnná je výrokovou formulí.

2. Jestli¿e A a B jsou výrokové formule, pak také (¬ A), (A ∧ B), (A ∨ B), (A → B) a (A ⇔ B) jsou výrokové formule.

3. őádné jiné výrokové formule ne¿ podle bodù 1 a 2 neexistují. Jazykem výrokové logiky nad abecedou V potom nazýváme mno¿inu vźech výrokových formulí správnì vytvoøených ze symbolù abecedy V . Abeceda V mù¿e být koneèná nebo nekoneèná, takto de˛nované jazyky budou v¿dy nekoneèné.

Velká psací (kaligra˛cká) písmena latinské abecedy, která jsme v de˛nici pou¿ili, nepatøí mezi symboly jazyka výrokové logiky. Jsou to metasymboly, které jsme zavedli, abychom mohli o výrazech jazyka výrokové logiky vypovídat. Výrazy jazyka dostaneme, kdy¿ ve výrokové formuli za vźechny metasymboly dosadíme výrokové promìnné. Tyto metasymboly mají podobný význam jako neterminální promìnné u gramatiky.

Ka¿dá obecná výroková formule zastupuje nekoneènì mnoho výrokù nebo formulí. Napø. jestli¿e A, B a C jsou výrokové promìnné, pak výroková formule ((A ⇔ B) → A) zastupuje formule ((A ⇔ B) → A) , ((B ⇔ C) → B) atd. Proto¿e vźak A a B mohou zastupovat té¿ výrokové formule tvoøené podle bodu 2 z dalźích formulí, zastupuje uvedená formule také napø. formuli (((A ∧ B) ⇔ C) → (A ∧ B)) a podobnì.

Existují výrokové formule, které jsou identicky pravdivé, tj. pravdivé pro jakékoli pravdivostní hodnoty pøiøazené promìnným vyskytujícím se ve výrokové formuli. Takovéto formule nazýváme výrokové tautologie. Pravdivostní tabulka výrokové tautologie bude mít ve vźech øádcích pravdivostní hodnoty 1 , resp. T . Pøíkladem výrokových tautologií jsou výrokové formule ((¬ (A ∧ B)) ⇔ ((¬ A ∨ ¬ B))) , ((¬ (A ∨ B)) ⇔ ((¬ A ∧ ¬ B))) , které jsou známy jako de Morganova pravidla pro úpravy výrokových formulí.

Vyhodnocením pravdivosti výźe uvedených výrokových formulí (de Morganových pravidel) pravdivostní tabulkou snadno ovìøíme, ¿e formule jsou pravdivé pro vźechna mo¿ná pøiøazení pravdivostních hodnot výrokovým promìnným, tj. ¿e formule skuteènì jsou tautologiemi. Takové vyhodnocení je vlastnì dùkaz pravdivosti metodou úplné indukce, kterou jsme popsali na poèátku kapitoly. Podobnì mù¿eme vyhodnocením a zápisem do pravdivostní tabulky posoudit libovolnou výrokovou formuli. Existuje tedy algoritmus, který o libovolné výrokové formuli je schopen rozhodnout, zda formule je èi není tautologií. Výroková logika je tedy rozhodnutelná.

Formule, která je identicky nepravdivá, se nazývá kontradikce. Dále platí, ¿e je-li formule A kontradikce, potom ¬ A je výroková tautologie.

Jestli¿e formule A ⇔ B je výrokovou tautologií, øíkáme, ¿e formule A a B jsou logicky ekvivalentní.

Nyní si uka¿me, jak pravidla správného usuzování souvisejí s výrokovými tautologiemi:

Mìjme dány výrokové formule C ⇔ D a C → D . Budeme zkoumat, zda z platnosti jedné z nich mù¿eme usoudit na platnost druhé. Zapíźeme-li obì formule formou pravdivostní tabulky (viz tabulka 3. 1), zjistíme, ¿e formule C ⇔ D nabývá hodnoty 1 v prvním a ètvrtém øádku, zatímco formule C → D v prvním, druhém a ètvrtém øádku. Formule C → D je pravdivá pro obì mo¿nosti, pro které je pravdivá C ⇔ D a navíc je jeźtì pravdivá pro jednu dalźí kombinaci pravdivostních hodnot formulí C a D . Kdy¿ je pravdivá formule C ⇔ D , je jistì pravdivá i C → D , èili z pravdivosti C ⇔ D lze oprávnìnì usuzovat na pravdivost formule C → D . Tuto skuteènost mù¿eme zapsat formulí (C ⇔ D) → (C → D) , která je výrokovou tautologií.

Tabulka 3. 1: Pravdivostní tabulka slo¿eného výroku (A ⇔ B) → (A → B): A B A ⇔ B A → B (A ⇔ B) → (A → B) 0 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1

Øekneme, ¿e výroková formule B vyplývá z formule A , kdy¿ formule B je pravdivá v¿dy, kdy¿ je pravdivá formule A . V pøíkladu uvedeném v pøedchozím odstavci formule C → D vyplývá z C ⇔ D . Jestli¿e formule B vyplývá z formule A (zapíźeme A |= B { viz dále), pak formule A → B je výrokovou tautologií. Formuli A nazýváme antecendent nebo premisa a formuli B konsekvent nebo také konkluse (závìr) . Z de˛nice logického vyplývání a z vlastností implikace mù¿eme odvodit dvì formulace vìty významné pro dokazování:

1. Formule B logicky vyplývá z formulí A_1, A_2, ..., A_k tehdy a jen tehdy, kdy¿ formule (A_1 ∧ A_2 ∧ ... ∧ A_k) → B je výrokovou tautologií.

2. Formule B logicky vyplývá z formulí A_1, A_2, ..., A_k tehdy a jen tehdy, kdy¿ formule (A_1 ∧ A_2 ∧ ... ∧ A_k ∧ ¬ B) je výrokovou kontradikcí.

Z logického vyplývání lze také odvodit dalźí významné pravidlo správného usuzování, a to pravidlo odlouèení neboli pravidlo modus ponens, které øíká, ¿e jsou-li formule A a A → B výrokovými tautologiemi, pak i formule B je výrokovou tautologií.

Dosud jsme dokazovali, ¿e nìjaká formule je výrokovou tautologií, úplnou indukcí s pou¿itím sémantiky logických funkcí. Pravidlo modus ponens vźak dovoluje odvozovat dedukcí. Zvolíme nìkteré výrokové formule za axiómy jazyka výrokové logiky. Pokud vybereme jako axiómy výrokové tautologie, umíme pravidlem modus ponens odvozovat dalźí výrokové tautologie. Jedním z takových mo¿ných systémù axiómù je následující soubor formulí:

(A → (B → A)) (3. 1) ((A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C))) (3. 2) ((¬ B → ¬ A) → ((¬ B → A) → B)) (3. 3)

Snadno se lze pøesvìdèit, ¿e vźechny tøi formule jsou tautologiemi. Staèí sestrojit pøísluźné pravdivostní tabulky.

V axiómech (3. 1) a¿ (3. 3) se vyskytují pouze dvì základní logické funkce : negace a implikace. Zbývající tøi lze pomocí nich de˛novat takto:

A ∧ B de˛nujeme jako ¬ (A → ¬ B)) (3. 4) A ∨ B de˛nujeme jako ((¬ A) → B) (3. 5) A ⇔ B de˛nujeme jako (A → B) ∧ (B → A) (3. 6)

Formule získané dedukcí z axiómù nazveme formálnì dokazatelné . Ke ka¿dé formálnì dokazatelné formuli vźak musí existovat dùkaz její logické pravdivosti, jak bylo uvedeno v úvodu této kapitoly. Pravidlo modus ponens umo¿òuje plnì abstrahovat od sémantiky jednotlivých logických spojek a dovoluje pracovat s formulemi jako s posloupnostmi symbolù, tedy z hlediska syntaktického. Jestli¿e tedy najdeme v dosud provedené èásti dùkazu formule A → B a A, které ji¿ byly dokázány, mù¿eme do dùkazu pøepsat formuli B a pova¿ovat ji za dokázanou, ani¿ bychom zkoumali pravdivostní hodnoty. Korektnost takového kroku zaruèuje pravidlo modus ponens.

Ka¿dá formálnì dokazatelná formule jazyka výrokové logiky je výrokovou tautologií, proto¿e axiómy (3. 1) a¿ (3. 3) jsou výrokové tautologie a pravidlo modus ponens vede od tautologií opìt k tautologiím. Otázkou ovźem je, zda ka¿dá výroková tautologie je formálnì dokazatelnou formulí z axiómu (3. 1) a¿ (3. 3) pou¿itím pravidla modus ponens. Lze dokázat, ¿e uvedený soubor axiómù (3. 1) a¿ (3. 3) je úplný v źirokém smyslu èi podle Gödela, tj. ka¿dá formule, která je tautologií, je z nìj formálnì dokazatelná [ľtìpánek82].

Formule (3. 1) a¿ (3. 3) nejsou jedinou mo¿ností, jak zvolit axiómy výrokové logiky. Jiným pou¿ívaným souborem axiómù jazyka výrokové logiky jsou napø. formule

A → (B → A) (3. 7) (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)) (3. 8) (A ∧ B) → A (3. 9) (A ∧ B) → B (3. 10) A → (B → (A ∧ B)) (3. 11) A → (A ∨ B) (3. 12) B → (A ∨ B) (3. 13) (A → C) → ((B → C) → ((A ∨ B) → C)) (3. 14) (A → B) → ((A → ¬ B) → ¬ A) (3. 15) ¬ ¬ A → A (3. 16)

Logickou funkci ekvivalence A ⇔ B opìt de˛nujeme jako (A → B) ∧ (B → A) . Oba uvedené soubory axiómù, tj. formule (3. 1) a¿ (3. 3) a (3. 7) a¿ (3. 16) jsou ekvivalentní v tom smyslu, ¿e formule formálnì dokazatelná z jednoho souboru axiómù je formálnì dokazatelná i z druhého. To lze dokázat tím, ¿e odvodíme jeden soubor axiómù dedukcí z druhého. Proto¿e jsme øekli, ¿e libovolnou výrokovou tautologii lze formálnì odvodit z axiómù (3. 1) a¿ (3. 3), lze odvodit i formule (3. 7) a¿ (3. 16), vźechny tyto formule jsou toti¿ výrokové tautologie. Lze ukázat, ¿e platí i opaèný vztah. Podobnì existuje i mnoho dalźích ekvivalentních souborù axiómù jazyka výrokové logiky.

Prohláźení výrokové tautologie za pravdivý výrok je jistì oprávnìné, nicménì výroková tautologie není ¿ádným poznatkem o zkoumané skuteènosti. Je toti¿ identicky pravdivá, tedy pro libovolné pøiøazení pravdivostních hodnot výrokovým promìnným a její pravdivostní hodnota nezávisí na tom, jaké skuteènosti jednotlivé promìnné popisují. Pravdivost logické tautologie vyplývá z její struktury.

Empirické poznatky zapíźeme formulemi, které budou také pravdivé, ale nebudou výrokovými tautologiemi. To znamená, ¿e pro nìkteré kombinace pravdivostních hodnot budou tyto formule nepravdivé. Tím, ¿e takovouto formuli prohlásíme za pravdivou, øíkáme, ¿e tyto kombinace nemohou nastat. Vyluèujeme je na základì pozorování apod. V tomto pøípadì jsou vźak výrokovým promìnným pøiøazeny v¿dy urèité konkrétní hodnoty, které popisují zkoumanou realitu.

Pøedpokládejme, ¿e realitu, kterou chceme poznávat, popíźeme k elementárními výroky, z nich¿ ka¿dý mù¿e být pravdivý nebo nepravdivý. Existuje tedy N_0 = 2^k pøiøazení jejich pravdivostních hodnot. Pokusem nebo pozorováním vylouèíme nìkteré z tìchto mo¿ností a pøipustíme, ¿e mù¿e nastat pouze N_1 < N_0 mo¿ností. Ka¿dé poznávání má charakter takovéhoto vyluèování nìkterých alternativ (stavù) jako nemo¿ných. Logika nabízí jazyk k zaznamenávání takových poznatkù (napø. ve tvaru výrokù, formulí výrokové logiky) a dále poskytuje formální aparát, kterým lze získat dalźí poznatky odvozováním. Formule, které zachycují tyto poznatky, nejsou vźak výrokovými tautologiemi. Nemù¿eme tedy napø. za výrokové promìnné dosazovat libovolné hodnoty, ale jen ty, které z daného poznávacího postupu obdr¿íme. Tyto formule budeme nazývat pravdivé formule (podmínìnì, mimologicky), zatímco identicky pravdivé formule výrokové logiky budeme v¿dy nazývat výrokovými tautologiemi. V odvození pravidla modus ponens jsme pøedpokládali, ¿e A a A → B jsou identicky pravdivé formule (výrokové tautologie). Podobnou úvahou se vźak lze pøesvìdèit, ¿e platí i slabźí tvrzení: jestli¿e formule A a A → B jsou pravdivé pro nìjaké pøiøazení pravdivostních hodnot výrokovým promìnným, které se v nich vyskytují, je pro stejné pøiøazení i formule B pravdivá. Tím získáme pravidlo modus ponens platné pro pravdivé formule i pro výrokové tautologie.

3.1.2 Teorie a modely jazyka výrokové logiky

Zvolme si nìjaký soubor axiómù výrokové logiky, napø. axiómy (3. 1) a¿ (3. 3). Pøidáme-li k tìmto axiómùm nìkteré dalźí pravdivé formule { tzv. mimologické axiómy, mù¿eme dedukcí odvozovat dalźí formule (poznatky). Ty budou pravdivé ve vźech svìtech, ve kterých jsou pravdivé dané mimologické axiómy.

Oznaème T nìjakou mno¿inu formulí jazyka výrokové logiky. Tyto formule vezmeme jako mimologické axiómy. Mno¿inu T budeme nazývat teorií jazyka výrokové logiky. Dùkazem formule A z teorie T je koneèná posloupnost formulí taková, ¿e její poslední èlen je formule A a ka¿dá z pøedchozích formulí je buï axióm výrokové logiky, patøí do T nebo se získá z pøedchozích formulí odvozením (aplikací pravidla modus ponens). Potom øekneme, ¿e formule A je formálnì dokazatelná z teorie T , resp. A je teorém v T a píźeme T ⊢ A (èteme "T dává A"). Pokud T = ∅, píźeme ⊢ A a formule A je formálnì dokazatelnou formulí jazyka výrokové logiky (a výrokovou tautologií, jak jsme ukázali).

Teorie T je sporná, pokud lze najít nìjakou formuli A takovou, ¿e T ⊢ A a T ⊢ ¬ A . V opaèném pøípadì se teorie nazývá bezesporná.

Dùle¿itou vlastnost odvozování popisuje tzv. vìta o dedukci: Jestli¿e T ∪ (A) ⊢ B, pak T ⊢ (A → B), kde A a B jsou formule výrokové logiky. Jestli¿e tedy z teorie T a nìjaké formule A je formálnì dokazatelná formule B, pak z teorie T je formálnì dokazatelná formule A → B . Dùkaz vìty o dedukci vychází z dané soustavy axiómù a lze ho najít prakticky v ka¿dé literatuøe zabývající se matematickými základy logiky (napø. [Brabec80], [Manna81], [ľtìpánek82]).

Pou¿ití vìty o dedukci si ilustrujme na následujících pøíkladech:

Pøíklad 3. 1: Kdy¿ T = ∅ , pak A ⊢ B a podle vìty o dedukci

⊢ (A → B) . Tedy, kdy¿ z formule A lze formálnì dokázat B, pak A → B je výrokovou tautologií ( B implikuje A ).

Pøíklad 3. 2: Doká¿eme, ¿e formule (A → B) → ((B → C) → (A → C)) je formálnì dokazatelnou formulí jazyka výrokové logiky. Jednotlivé kroky dedukce (jednotlivé formule) budeme èíslovat a vpravo od formulí budeme vyznaèovat "ospravedlnìní" formule v dùkazu. Mimologické axiómy (formule teorie) budeme znaèit MA a èíslem, formule získané pravidlem modus ponens pak budeme oznaèovat MP a èísly formulí, které byly pøi aplikaci pravidla pou¿ity.

Pøedpokládejme, ¿e teorie T je tvoøena tøemi formulemi: T = { A → B, B → C, A } 1. A → B 2. B → C 3. A 4. B 5. C

MA 1 MA 2 MA 3 MP 1, 3 MP 2, 4 Tedy {A → B, B → C, A} ⊢ C . Podle vìty o dedukci dostaneme v prvním kroku {A → B, B → C} ⊢ (A → C), dalźím aplikováním té¿e vìty dostaneme (A → B) ⊢ (B → C) → (A → C) a jejím tøetím pou¿itím koneènì získáme ⊢ (A → B) → ((B → C) → (A → C)) . Formule (A → B) → ((B → C) → (A → C)) je formálnì odvoditelná z axiómù výrokové logiky, aèkoli jsme ji z nich bezprostøednì neodvozovali. Pou¿ili jsme vìtu o dedukci, která z tìchto axiómù vychází.

Uká¿eme si také, ¿e dedukcí lze dokázat, ¿e obsahuje-li teorie T nìjakou formuli a souèasnì i její negaci (teorie T je sporná), lze z této teorie odvodit ka¿dou formuli. Pøedpokládejme tedy, ¿e T = { A, ¬ A }, a doká¿eme formuli B (libovolnou):

1. A 2. ¬ A 3. A → (¬ B → A) 4. ¬ A → (¬ B → ¬ A) 5. ¬ B → A 6. ¬ B → ¬ A 7. (¬ B → ¬ A) → ((¬ B → A) → B) 8. (¬ B → A) → B 9. B

MA 1 MA 2 Axióm (3. 1) dosazením ¬ B za B Axióm (3. 1) dosazením ¬ A za A, ¬ B za B MP 1, 3 MP 2, 4 Axióm (3. 3) MP 6, 7 MP 5, 7 O formuli B nebyly uèinìny ¿ádné pøedpoklady, lze tedy ze sporných axiómù ¬ A, A odvodit libovolnou formuli B .

Vźimnìme si, ¿e formální odvozování je postupem, který se opírá výhradnì o syntaktickou stránku formulí. Avźak i kdy¿ budeme brát v úvahu sémantiku logických spojek, výroková logika sleduje na výrokových promìnných pouze jejich pravdivostní hodnoty nezávisle na poznatcích, které reprezentují. Zkoumámeli tedy sémantiku jazyka výrokové logiky, mù¿eme abstrahovat od konkrétních poznatkù a nahradit je jejich pravdivostní hodnotou. Výsledky potom lze dodateènì interpretovat v reálném svìtì, který zkoumáme. Pøiøazení pravdivostních hodnot vźem symbolùm abecedy jazyka výrokové logiky nazveme modelem tohoto jazyka. Stejný model potom zastupuje vźechny soubory elementárních výrokù, které pøiøazují jednotlivým výrokovým promìnným tuté¿ pravdivostní hodnotu.

Má-li abeceda jazyka k symbolù, existuje 2^k rùzných modelù (2^k øádkù v pravdivostních tabulkách). Oznaèíme-li M nìjaký model jazyka výrokové logiky a A je formulí tohoto jazyka, potom model M pøiøazuje pravdivostní hodnotu vźem výrokovým promìnným v A a pomocí tabulek lze vyhodnotit pravdivostní hodnotu formule A . Pokud model M vede k vyhodnocení formule s pravdivostní hodnotou true , øekneme, ¿e formule A je pravdivá v modelu M a píźeme M |= A . Formule A, která je pravdivá ve vźech mo¿ných modelech, je výrokovou tautologií, formule A, která není pravdivá ve vźech modelech, je výrokovou kontradikcí.

Oznaème T teorii jazyka výrokové logiky a M model tohoto jazyka. Kdy¿ M |= A pro vźechny formule A ∈ T , potom øekneme, ¿e M je modelem teorie T . Jestli¿e v ka¿dém modelu M teorie T je formule A pravdivá, potom formule A logicky vyplývá z teorie T a píźeme T |= A (s logickým vyplýváním jsme se u¿ setkali a zde se k nìmu znovu vracíme a de˛nujeme ho modelem).

Dùle¿itá je souvislost formální (syntaktické) dokazatelnosti a logického (sémantického) vyplývání. Lze ukázat, ¿e T ⊢ A právì tehdy, kdy¿ T |= A , tj. formule A je formálnì odvoditelná z T právì tehdy, kdy¿ tato formule z T logicky vyplývá. Formální dokazování a logické vyplývání lze ilustrovat následujícím pøíkladem (volnì podle [Clocksin81]):

Pøíklad 3. 3: V detektivním pøíbìhu doźlo ke zloèinu v domì pana X a policejní komisaø vyźetøující zloèin zjistil na místì èinu následující fakta:

a) Soused pana X øekl, ¿e pana X vidìl v obývacím pokoji.

b) Obývací pokoj sousedí s kuchyní. Zloèinec vystøelil v kuchyni a ránu bylo slyźet ve vźech sousedních místnostech. Pan X, který má dobrý sluch, øekl, ¿e ránu neslyźel.

Doká¿eme A) formálním dùkazem a B) logickým vyplýváním tvrzení, ¿e pokud soused mluvil pravdu, pan X lhal.

Zavedeme výrokové promìnné A, B, C, D a E a pøiøadíme jim elementární výroky:

A . . . Soused pana X mluvil pravdu. B . . . Pan X byl v obývacím pokoji. C . . . Pan X byl blízko kuchynì. D . . . Pan X slyźel výstøel. E . . . Pan X mluvil pravdu.

Poznatky, které vyźetøovatel získal na místì èinu, mù¿eme v jazyce výrokové logiky zapsat takto: A → B, B → C, C → D, D → ¬ E Chceme odvodit tvrzení teorému, které je vyjádøeno formulí A → ¬ E . Tedy teorie T = {A → B, B → C, C → D, D → ¬ E} a máme dokázat, ¿e T ⊢ (A → ¬ E), resp. T |= (A → ¬ E) .

ad A) Formální dùkaz (odvození) formule A → ¬ E z teorie T : Pro postupné odvození pou¿ijeme axiómy (3. 1) a¿ (3. 3) a pravidlo modus ponens: 1. A → B 2. B → C 3. C → D 4. D → ¬ E 5. (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)) 6. (B → C) → (A → (B → C)) 7. (A → (B → C)) 8. ((A → B) → (A → C)) 9. A → C 10. (A → (C → D)) → ((A → C) → (A → D)) 11. (C → D) → (A → (C → D)) 12. (A → (C → D)) 13. ((A → C) → (A → D)) 14. A → D 15. (A → (D → ¬ E)) → ((A → D) → (A → ¬ E)) 16. (C → ¬ E) → (A → (D → ¬ E)) 17. (A → (D → ¬ E)) 18. ((A → D) → (A → ¬ E)) 19. A → ¬ E

MA 1 MA 2 MA 3 MA 4 Axióm (3. 2) Axióm (3. 1) MP 2, 6 MP 5, 7 MP 1, 8 Axióm (3. 2) Axióm (3. 1) MP 3, 11 MP 10, 12 MP 13, 9 Axióm (3. 2) Axióm (3. 1) MP 16, 4 MP 15, 17 MP 18, 14 Závìr:

Formule A → ¬ E je formálnì dokazatelná v teorii T .

ad B) Dùkaz, ¿e formule A → ¬ E logicky vyplývá z teorie T : Podle druhé vìty o logickém vyplývání staèí dokázat, ¿e formule ((A → B) ∧ (B → C) ∧ (C → D) ∧ (D → ¬ E) ∧ ¬ (A → ¬ E)) je kontradikcí. Upravíme-li poslední závorku podle (3. 4), dostaneme ((A → B) ∧ (B → C) ∧ (C → D) ∧ (D → ¬ E) ∧ (A ∧ E)) . O tom, ¿e tato formule je kontradikcí, se lze pøesvìdèit pomocí pravdivostní tabulky, ve které dostaneme hodnotu false pro vźechna mo¿ná pøiøazení pravdivostních hodnot promìnným.

Obìma zpùsoby (formálním dùkazem i logickým vyplýváním) jsme tak dokázali tvrzení, ¿e "jestli¿e soused mluvil pravdu, pak pan X lhal " .

3.2 Predikátová logika

Ve výrokové logice jsme detailnì zkoumali vlastnosti logických spojek a zpùsoby zápisu jednoduchých i slo¿ených výrokù. Nyní budeme pracovat s jazykem predikátové logiky, který kromì spojek obsahuje jeźtì promìnné, funkèní symboly, predikátové symboly a symboly kvanti˛kátorù. Predikátová logika je logický formalismus slou¿ící pøedevźím k symbolickému zápisu logického odvozování v matematice. Skuteènosti (poznatky) zapsané symbolikou predikátové logiky { jazykem predikátové logiky { vyjádøíme podobnì jako ve výrokové logice formulemi jazyka predikátové logiky. Interpretací symbolù (viz dále), které ve formulích vystupují, získáme výroky, jim¿ lze pøiøadit pravdivostní hodnotu. Danou formuli lze interpretovat mnoha rùznými zpùsoby a dostat tak celou tøídu výrokù, z nich¿ ka¿dý je buï pravdivý nebo nepravdivý. Zvláźtním pøedmìtem naźeho zájmu bude velmi omezená podtøída formulí, které dávají pravdivé výroky pøi vźech mo¿ných interpretacích.

3.2.1 Jazyk predikátové logiky prvního øádu

Ve druhé kapitole tohoto skripta pojednávající o øeźení úloh jsme se setkali s pojmem stav úlohy, který jsme podle povahy úlohy popisovali datovými strukturami numerické (pole èi matice reprezentující stav øeźení hlavolamu "8") nebo nenumerické povahy (kotouèe A, B, C na kolících hanojských vì¿í). Problém pøechodu z jednoho stavu úlohy do jiného jsme vźak øeźili rùznými algoritmy (viz strategie hledání øeźení), èili programovì. Jazyk predikátové logiky poskytuje vyjadøovací prostøedky nejen pro vyjádøení stavù, ale i k popisu pravidel a znalostí. Svými vyjadøovacími schopnostmi je výraznì bohatźí ne¿ jazyk výrokové logiky, který jsme probrali v pøedchozím odstavci. Tam jsme elementární výroky chápali jako nedìlitelné jednotky, nezkoumali jejich vnitøní stavbu, zajímalo nás pouze, zda jsou pravdivé èi nepravdivé. My vźak pomìrnì èasto potøebujeme vyjádøit, ¿e vźechny objekty mají nìjakou vlastnost (napø. vźichni lidé jsou smrtelní), nebo ¿e existuje (alespoò jeden) objekt, který má nìjakou sledovanou vlastnost (napø. ¿e existuje sudé prvoèíslo). V jazyce predikátové logiky máme proto k dispozici symboly pro pojmenování popisovaných objektù a také symboly, které pojmenovávají vlastnosti objektù a vztahy mezi objekty.

Pro vyjádøení (zápis) vlastností objektù a relací mezi nimi zavádíme tzv. predikáty , co¿ ve smyslu jazyka predikátové logiky jsou symboly pro vyjádøení obecnì n-árních relací. Pro popis vlastností objektù pou¿íváme jednomístné

(unární) predikáty, pro popis relací mezi objekty predikáty vícemístné (binární, n-ární). Pro mno¿stevní vyjádøení pak pou¿íváme kvanti˛kaci objektù a pro její symbolický zápis symboly tzv. kvanti˛kátorù. Pro vźeobecnou kvanti˛kaci (platící pro vźechny objekty, vźechny vlastnosti, vźechny relace atd.) pou¿íváme symbol obecného (nìkdy øíkáme té¿ vźeobecného) kvanti˛kátoru ∀, pro vyjádøení, ¿e existuje alespoò jeden objekt, alespoò jedna vlastnost,... pak existenèní kvanti˛kátor ∃ . Kvanti˛kujeme-li v popisech naźich poznatkù (faktù, situací) pouze objekty, potom hovoøíme o pou¿ití predikátové logiky prvního øádu, kvanti˛kujeme-li i vlastnosti a relace, resp. predikáty popisující dané vlastnosti a relace, pak podle "hloubky" kvanti˛kace hovoøíme o pou¿ití predikátové logiky druhého, resp. vyźźích øádù. V naźich úlohách se vìtźinou spokojíme pouze s kvanti˛kací objektù, a proto se v dalźím výkladu budeme zabývat pouze predikátovou logikou prvního øádu.

Syntax jazyka predikátové logiky prvního øádu popíźeme abecedou symbolù, které bude jazyk pou¿ívat, a postupem, jak jsou symboly skládány, aby tvoøily slova jazyka. Tato slova budeme stejnì jako u jazyka výrokové logiky nazývat formulemi jazyka predikátové logiky prvního øádu. Tam, kde nemù¿e dojít k nedorozumìní, je budeme nazývat jen formulemi.

Abecedu jazyka predikátové logiky prvního øádu tvoøí:

1. individuové promìnné, které budeme znaèit malými písmeny x, y, z, ... ,

2. individuové konstanty, které zapisujeme velkými písmeny A, B, C, ... ,

3. funkèní symboly, pro nì¿ budeme pou¿ívat malá písmena f, g, h, ... ;

ka¿dý funkèní symbol má stanoven poèet argumentù (èetnost), které pøijímá,

4. predikátové symboly, které oznaèujeme velkými písmeny P, Q, R, ... ;

ka¿dý predikátový symbol má stanoven poèet argumentù (místnost), které pøijímá,

5. symboly logických spojek ¬, ∧, ∨, →, ⇔ (viz odstavec 3.1),

6. symboly kvanti˛kátorù ∀ (obecný kvanti˛kátor) a ∃ (existenèní kvanti˛kátor) { zápis (∀ x) èteme "pro vźechna x" nebo "pro ka¿dé x", (∃ x) èteme "existuje x" nebo "existuje alespoò jedno x".

Kromì tìchto symbolù budeme pou¿ívat závorky v bì¿ném významu a nìkdy budeme té¿ pou¿ívat predikátové symboly nebo individuové konstanty tvoøené více písmeny tak, aby byl zøejmý jejich význam { napø. predikátový symbol SMRTELNÝ, individuovou konstantu KOST KA apod.

Ze symbolù uvedených v bodech 4 a¿ 6 tvoøíme výrazy jazyka predikátové logiky prvního øádu:

• Term je (i) individuová konstanta nebo promìnná,

(ii) výraz tvaru f(t_1, t_2, ..., t_n), kde f je n-èetný funkèní symbol (pøijímá n argumentù) a t_1, t_2, ..., t_n jsou termy.

• Atomická formule je výraz tvaru P (t_1, t_2, ..., t_m), kde P je m-místný predikátový symbol a t_1, t_2, ..., t_m jsou termy.

• Formule je (i) atomická formule, (ii) jeden z výrazù ¬ A, A ∧ B, A ∨ B, A → B, A ⇔ B, (∀ x) A, (∃ x) A , kde A, B jsou formule, x je individuová promìnná.

• Individuová promìnná se nazývá vázaná, kdy¿ se vyskytuje v oblasti pùsobnosti (v dosahu) obecného nebo existenèního kvanti˛kátoru. Individuová promìnná, která není vázaná, se nazývá volná.

• Uzavøená formule je formule, ve které se nevyskytují volné promìnné.

• Literál je atomická formule nebo její negace.

• Disjunkci literálù nazýváme klauzulí , nìkdy té¿ (správnìji) disjunktem .

Poznámka 3. 1: Jak ji¿ bylo øeèeno v úvodu odstavce, jazyk predikátové logiky, který nepøipouźtí kvanti˛kované predikátové symboly, se nazývá jazyk predikátové logiky prvního øádu. Takový jazyk tudí¿ nemù¿e obsahovat výrazy jako (∀P ) P (A), (∃ Q) (P (x) ∧ Q(y)) apod.

3.2.2 Interpretace formulí predikátové logiky 1. øádu

Jestli¿e má jazyk predikátové logiky prvního øádu vypovídat o reálném svìtì, musíme pøiøadit jeho výrazùm významy. K tomu pou¿ijeme relaèní struktury, které zobrazují zkoumanou skuteènost. Oznaèíme M relaèní strukturu, která je tvoøena nosièem D , relacemi R^n_i ⊂ D^n a operacemi O^n_i : D^n → D . Horní indexy, vyjadøující èetnost (aritu) relace nebo operace, budeme tam, kde nedojde k nedorozumìní, vynechávat.

Symboly jazyka predikátové logiky prvního øádu interpretujeme takto:

a) Ka¿dé individuové konstantì A pøiøadíme prvek AM nosièe D, AM ∈ D.

b) Ka¿dému funkènímu symbolu f_i pøiøadíme operaci O_i stejné èetnosti.

Termùm, které neobsahují promìnné, odpovídají elementy nosièe, které získáme provedením pøísluźné operace O_i s elementy nosièe pøiøazenými podle bodu a).

c) Ka¿dému predikátovému symbolu P_i pøiøadíme relaci R_i o stejné místnosti.

Relaèní strukturu M pak nazveme interpretaèní strukturou.

Nìkdy volíme symboly jazyka tak, aby vyjadøovaly urèitou standardní interpretaci. Napøíklad jako individuové konstanty zavedeme obvyklá jména lidí { KAREL, JOSEF, ..., jako predikátové konstanty pojmenování vztahù mezi nimi { BRAT R (x, y), SY N (otec, matka, potomek) atd. Pravdivostní hodnoty pøiøazujeme pøi interpretaci formulí takto:

A) Uzavøená atomická formule P (t_1, t_2, ..., t_n) (atomická formule neobsahující volné promìnné) je pravdivá v interpretaèní struktuøe M, jestli¿e predikátovému symbolu P je pøiøazena relace R a prvky nosièe D odpovídající termùm t_1, t_2, ..., t_n jsou v relaci R. Pokud atomická formule obsahuje volné promìnné, pøiøazení (interpretace) I(x) ∈ D volných promìnných x prvkùm nosièe D, pro které jsou termy t_1, t_2, ..., t_n v relaci, splòují P v interpretaèní struktuøe M . Atomická formule P je pravdivá v interpretaèní struktuøe M, jestli¿e ji v této relaèní struktuøe vźechny interpretace I splòují. Takovou skuteènost zapíźeme M |= P . B) Uzavøená formule, tvoøená atomickými formulemi, logickými spojkami a kvanti˛kátory, má pravdivostní hodnotu urèenou pravdivostními hodnotami atomických formulí, interpretací logických spojek podle obecnì známých pravidel a interpretací kvanti˛kátorù.

Kvanti˛kovaná formule (∀ x) P (x) znamená konjunkci formulí P (x) pøes vźechna mo¿ná pøiøazení symbolu x prvkùm nosièe D.

Kvanti˛kovaná formule (∃ x) P (x) znamená disjunkci formulí P (x) pøes vźechna mo¿ná pøiøazení symbolu x prvkùm nosièe D.

Následující de˛nice jsou analogií podobných de˛nic, které jsme uvedli pro výrokovou logiku:

• Øekneme, ¿e formule B logicky vyplývá z formule A, kdy¿ formule B je pravdivá ve vźech interpretaèních strukturách, ve kterých je pravdivá formule A .

• Formule A, která je pravdivá v ka¿dé interpretaèní struktuøe M, se nazývá logicky pravdivá (tautologie).

• Formule A a B nazýváme logicky ekvivalentní, jestli¿e A logicky vyplývá z B a B logicky vyplývá z A .

Jazyk predikátové logiky prvního øádu lze, podobnì jako jazyk výrokové logiky, vybudovat dedukcí z axiómù. Za axiómy mù¿eme vzít axiómy výrokové logiky (3. 1) a¿ (3. 3) spolu s dalźími logicky pravdivými formulemi:

(∀ x) A(x) → A(t) , (3.17)

kde term t neobsahuje promìnné vázané v A,

(∀ x) (A → B) → (A → (∀ x) B) , (3.18)

kde formule A neobsahuje volnou promìnnou x.

Odvozovacími pravidly jsou:

• pravidlo modus ponens: B lze odvodit z A a z A → B, (3.19)

• pravidlo generalizace: (∀ x) A lze odvodit z A . (3.20)

Pravidlo generalizace øíká, ¿e jestli¿e formule A je pravdivá pro blí¿e nespeci˛kovanou promìnnou x, je pravdivá pro ka¿dou hodnotu této promìnné.

Formule A predikátové logiky 1. øádu je formálnì dokazatelná z axiómù, jestli¿e existuje dùkaz (viz odst. 3. 1) vyu¿ívající uvedená dvì odvozovací pravidla.

Podobnì jako v pøípadì výrokové logiky lze dokázat, ¿e formule jazyka predikátové logiky prvního øádu je formálnì dokazatelná z axiómù právì tehdy, jestli¿e je logicky pravdivá. K uvedeným axiómùm mù¿eme opìt pøidat dalźí formule, které podobnì jako u výrokové logiky nazveme mimologické axiómy. Mno¿inu T mimologických axiómù T pak nazveme teorií jazyka predikátové logiky 1. øádu. Dedukcí, aplikací pravidel správného usuzování, mù¿eme z teorie T dokázat dalźí formule. Jestli¿e formule A je formálnì dokazatelná z teorie T (je teorémem v T ), píźeme T ⊢ A .

Nechż M je interpretaèní struktura. Jestli¿e vźechny axiómy teorie T jsou v M pravdivé, øíkáme, ¿e M je modelem teorie T a píźeme M |= T .

Øekneme, ¿e formule A je pravdivá v teorii T , jestli¿e je pravdivá v ka¿dém jejím modelu. Píźeme T |= A . Lze dokázat (podle Gödela, 1930 [ľtìpánek82]), ¿e formule jazyka predikátové logiky je formálnì dokazatelná z teorie T právì tehdy, kdy¿ je pravdivá v T . Tedy T ⊢ A právì tehdy, kdy¿ T |= A .

Jazyk predikátové logiky prvního øádu je podstatnì bohatźím vyjadøovacím prostøedkem ne¿ jazyk výrokové logiky, který je v jazyce predikátové logiky obsa¿en jako speciální podtøída (podmno¿ina jazyka). Atomické uzavøené formuli v pøísluźné interpretaci lze toti¿ pøisoudit jednu z pravdivostních hodnot a lze ji tudí¿ chápat jako výrok.

3.3 Rezoluèní metoda a dokazování teorémù

Dokazování formulí jazyka výrokové logiky èi jazyka predikátové logiky prvního øádu z axiómù pøísluźného logického kalkulu výźe uvedenými odvozovacími pravidly je sice korektní (øíkáme, ¿e je postupem správného usuzování), ale nehodí se ke strojovému dokazování, proto¿e z hlediska výpoèetní slo¿itosti je neefektivní. Proto v roce 1965 pøiźel J. A. Robinson s postupem odvozování, který vede k návrhu algoritmù pou¿itelných pro automatické dokazování formulí výrokové a predikátové logiky. Tento postup byl pozdìji nazván rezoluèní metodou, resp. rezoluèním principem [Manna81].

Dùkaz, ¿e vyźetøovaný teorém logicky vyplývá z axiómù (z dané teorie T ), je pøi pou¿ití rezoluèní metody zalo¿en na tvrzení, ¿e vyplývá-li teorém z dané teorie, pak neexistuje model teorie T , v nìm¿ by byla pravdivá negace dokazovaného teorému. Axiómy z teorie T a negace dokazovaného teorému tak musí vést ke sporu.

3.3.1 Rezoluèní metoda ve výrokové logice

Aplikace rezoluèní metody na formule výrokové logiky vy¿aduje, aby formule teorie T byly ve tvaru klauzulí, tj. disjunktù literálù. Literálem v jazyce výrokové logiky vźak nazveme jen výrokové promìnné nebo jejich negace (srovnej s de˛nicí literálu v jazyce predikátové logiky 1. øádu v odst. 3. 2. 1). Jestli¿e formule teorie T nejsou klauzulemi, nahradíme je logicky ekvivalentními formulemi, které jsou klauzulemi, nebo postupujeme podle následujícího algoritmu: Není-li nìjaká formule A z teorie T klauzulí, upravíme ji na tvar C_1 ∧ C_2 ∧ . . . ∧ C_n , kde C_i jsou klauzule. Z teorie T vynecháme formuli A a pøidáme klauzule C_1, C_2, ... C_n. Novì vzniklou teorii oznaèíme T 0 a bude mít tvar T 0_{= (T − {A}) ∪ {C1, C2, ... Cn} . (3.21)} Ka¿dý model teorie T 0 je také modelem teorie T a naopak. V modelu, v nìm¿ je formule A pravdivá, je pravdivá také formule C_1 ∧ C_2 ∧ . . . ∧ C_n, a proto musí být v tomto modelu pravdivé klauzule C_1, C_2, ... C_n.

V dalźím mìjme dány dvì klauzule ve tvaru A ∨ L_1 ∨ L_2 ∨ ... ∨ L_n a ¬ A ∨ M_1 ∨ M_2 ∨ ... ∨ M_m , kde A, L_i, M_j jsou literály, L_i ≠ M_j pro i = 1, ..., n, j = 1, ..., m. Tyto klauzule nazveme rodièovské. Rodièovské klauzule urèené k rezoluci se vyznaèují tím, ¿e obsahují tzv. pár komplementárních literálù { jedna z rodièovských klauzulí obsahuje literál A , druhá pak jeho negaci ¬ A . Rezolucí odvodíme z tìchto dvou rodièovských klauzulí novou klauzuli, kterou nazveme jejich rezolventou. Rezolventa vznikne disjunkcí rodièovských klauzulí s vynecháním páru komplementárních literálù, èili L_1 ∨ L_2 ∨ ... ∨ L_n ∨ M_1 ∨ M_2 ∨ ... ∨ M_m .

Jestli¿e k mno¿inì klauzulí (teorii T , resp. T 0) neexistuje ¿ádný model, v nìm¿ by negace teorému byla pravdivá, lze odvodit postupným opakováním rezoluèní metody prázdnou klauzuli (budeme ji oznaèovat 2 ) , která je nepravdivá a pøedstavuje spor.

Pøíklad 3. 4: Rezoluèní metodou vyøeźíme detektivní pøíbìh z pøíkladu 3. 3 (zloèin v domì pana X) mnohem rychleji: Teorie T obsahuje formule T = { A → B, B → C, C → D, D → ¬ E } , resp. T = { ¬ A ∨ B, ¬ B ∨ C, ¬ C ∨ D, ¬ D ∨ ¬ E } a máme dokázat teorém A → ¬ E , resp. ¬ A ∨ ¬ E .

Rezoluèní metodou uká¿eme, ¿e teorie T a negace teorému ¬ ( ¬ A ∨ ¬ E ) vedou ke sporu. Vytvoøíme mno¿inu formulí T 0_{= T ∪ { ¬ ( ¬ A ∨ ¬ E ) } =} = { ¬ A ∨ B, ¬ B ∨ C, ¬ C ∨ D, ¬ D ∨ ¬ E, ¬ (¬ A ∨ ¬ E) } . Poslední formule není klauzulí, a proto ji podle De Morganova pravidla upravíme na A ∧ E a podle (3.21) nahradíme v mno¿inì T 0 samostatnými formulemi A a E , které jsou klauzulemi: T 0_{= { ¬ A ∨ B, ¬ B ∨ C, ¬ C ∨ D, ¬ D ∨ ¬ E , A, E } .}

Postup odvození prázdné klauzule 2 rezoluèní metodou znázorníme derivaèním stromem { viz obr. 3. 1: ¬ A ∨ B ¬ B ∨ C ¬ C ∨ D ¬D ∨ ¬E A E

¬ A ∨ C

¬ A ∨ D

¬ A ∨ ¬E

¬ E 2

@@ @ � � @@ � � � � @@

� � � � � @@

� � � � � � � @@

� � � � � � � � � Obr. 3. 1: Derivaèní strom dùkazu pravdivosti teorému ¬ A ∨ ¬ E .

3.3.2 Rezoluèní metoda v predikátové logice 1. øádu

Pou¿ití rezoluèní metody ve výrokové logice je pomìrnì jednoduché { v klauzulích snadno najdeme pár komplementárních literálù, které rezolucí vyluèujeme. V jazyce predikátové logiky je tato úloha obtí¿nìjźí, proto¿e modely tohoto jazyka jsou slo¿itìjźí (relaèní struktury). K nalezení párù komplementárních literálù je tøeba porovnávat odpovídající si termy a hledat vhodné substituce v klauzulích. Napø. literály P (x, f(A)) a ¬ P (B, z) se stanou komplementárním párem, pokud promìnná x je rovna konstantì B a promìnná z termu f(A). Nalezení vhodné substituce s je dùle¿itým krokem rezoluèního dokazování formulí jazyka predikátové logiky 1. øádu. Spoèívá v nahrazení vźech výskytù promìnné x_i termem t_i . Substituci zapíźeme s = {t_1/x_1, t_2/x_2, ..., t_n/x_n} . Term t_i , kterým substituujeme, nesmí obsahovat promìnnou x_i , kterou nahrazuje. Substituci s provedenou v klauzuli C oznaèíme symbolem Cs .

Pøíklad 3. 5: Máme dány literály L_1 = P (x, f(A) ), L_2 = ¬ P (B, z). Aby literály L_1 a L_2 tvoøily komplementární pár, musíme najít takovou substituci s , pro ni¿ platí L_1s = ¬ L_2s . Tuto podmínku splòuje substituce s = { B/x, f(A)/z } . Její aplikací dostaneme L_1s = ¬ L_2s = P (B, f(A)) .

Poznámka 3. 2: Pro zjednoduźení zápisu (podobnì jako v jazyce výrokové logiky) budeme klauzule zapisovat jako mno¿iny literálù. Tak¿e napø. klauzuli C = L_1 ∨ L_2 ∨ ... ∨ L_n zapíźeme jako C = {L_1, L_2, ..., L_n} .

De˛nice 3. 1: Literál L0 nazveme instancí literálu L , jestli¿e jej získáme nìjakou substitucí s v literálu L . Pak platí L0 = Ls .

Pøíklad 3. 6: Literály L0 = Q(x, A, f(C)) a L00 = Q(B, A, f(C)) jsou instancemi literálu L = Q(x, A, f(y)), v nìm¿ jsme postupnì aplikovali substituce s_1 = {C/y} a s_2 = {B/x}. Èili platí L0 = L s_1 a L00 = L0s_2 = L s_1s_2 .

De˛nice 3. 2:

Instance, která neobsahuje promìnné, se nazývá základní instance.

De˛nice 3. 3: Substituce s se nazývá uni˛kátor klauzule C = {L_1, L_2, ..., L_n}, jestli¿e platí L_1 s = L_2 s = ... = L_n s .

Pøíklad 3. 7: Substituce s = {B/x, A/z, C/y, f(C)/w} je uni˛kátorem klauzule C = { Q (x, A, f(y)), Q (B, z, w) } . Proto¿e oba literály mají po substituci tvar Q (B, A, f(C)), stávají se základními instancemi. Uvedený uni˛kátor vźak není nejjednoduźźí, substituuje zbyteènì mnoho. Jednoduźźím uni˛kátorem je substituce g = {B/x, A/z, f(y)/w} . Její aplikací získáme instance Q (B, A, f(y)), které nejsou základní, co¿ z hlediska dalźího postupu bývá výhodné (v dalźích krocích lze aplikovat dalźí substituce).

De˛nice 3. 4: Uni˛kátor g klauzule C se nazývá nejobecnìjźí uni˛kátor této klauzule, jestli¿e pro libovolný jiný uni˛kátor s klauzule C platí, ¿e klauzule Cs je instancí klauzule Cg .

Uni˛kace umo¿òuje porovnávat literály v klauzulích predikátové logiky prvního øádu. Aby ji vźak bylo mo¿no provést, musíme formule predikátové logiky 1. øádu na klauzule pøevést. Pøevod obecné formule F jazyka predikátové logiky prvního øádu, napø. (∀x){P (x) → {(∀y)[P (y) ∨ Q(x, y)] ∧ ¬ (∀y)[P (y) → Q(y, x)]}}, na tvar formule vhodný pro aplikaci rezoluèní metody, tj. aby matice formule (viz źestý bod) obsahovala pouze konjunkci klauzulí (budeme øíkat, ¿e formuli pøevedeme na klauzulární tvar ), provedeme v následujících deseti krocích:

1. Není-li formule F uzavøená, tj. obsahuje-li volné promìnné, vytvoøíme existenèní uzávìr formule F tak, ¿e vźechny volné promìnné kvanti˛- kujeme existenèním kvanti˛kátorem [Manna81]. Uzávìr formule zapíźeme (∃x)...(∃z) (F ) , kde symboly x, ..., z reprezentují vźechny volné promìnné ve formuli F . V naźem pøíkladì formule F neobsahuje ¿ádné volné promìnné, tudí¿ existenèní uzávìr formule není tøeba dìlat.

2. Ve formuli F se vyskytující ekvivalence a implikace nahradíme ekvivalentními formulemi (viz pøehled ekvivalentních formulí). Pro náź pøíklad dostaneme: (∀x){¬ P (x) ∨ {(∀y)[P (y) ∨ Q(x, y)] ∧ ¬ (∀y)[¬ P (y) ∨ Q(y, x)]}}. 3. Upravíme formuli tak, aby logické spojky "negace" (¬ ) se vztahovaly jen na atomy. To znamená, ¿e spojky ¬ pøemístíme "dovnitø" jednotlivých logických výrazù, závorek atd. Pøitom pou¿ijeme pravidel

¬ (∃x)P (x) je ekvivalentní (∀x)(¬ P (x)) , ¬ (∀x)P (x) je ekvivalentní (∃x)(¬ P (x)) .

Kde je to mo¿né, vyu¿ijeme pro dalźí úpravu De Morganova pravidla.

Pro náź pøíklad upravovaná formule pøejde do tvaru (∀x){¬ P (x) ∨ {(∀y)[P (y) ∨ Q(x, y)] ∧ (∃y)[P (y) ∧ ¬ Q(y, x)]}}. 4. Pøejmenujeme kvanti˛kované promìnné tak, aby se navzájem liźily, a to proto, aby v rámci platnosti (dosahu) kvanti˛kátoru nemohlo dojít k zámìnì kvanti˛kovaných promìnných, resp. k víceznaènosti. Pro náź pøíklad tak dostaneme: (∀x){¬ P (x) ∨ {(∀y)[P (y) ∨ Q(x, y)] ∧ (∃z)[P (z) ∧ ¬ Q(z, x)]}}

5. Vylouèíme existenèní kvanti˛kátory. Výraz (∀x)(∃z) P (z) znamená, ¿e pro ka¿dé x existuje z takové, ¿e P (z). Tuto závislost mù¿eme vyjádøit pomocí tzv. Skolemovy funkce z = f(x). Výraz (∃z) P (z) nahradíme Skolemovou funkcí bez argumentù z = A, kde A je nìjaká individuová konstanta. Tedy místo (∃z) P (z) píźeme P (A). Upravovaná formule z naźeho pøíkladu bude mít potom tvar (∀x){¬ P (x) ∨ {(∀y)[P (y) ∨ Q(x, y)] ∧ [P (f(x)) ∧ ¬ Q(f(x), x)]}}. 6. Ve formuli nyní zbývají jen vźeobecné (univerzální) kvanti˛kátory, které pøesuneme na zaèátek formule, do tzv. pre˛xu formule. Zbytek formule následující za pre˛xem (za seznamem vźeobecných kvanti˛kátorù) nazýváme maticí formule. Takový tvar formule nazýváme prenexním tvarem formule, resp. prenexní normální formou logické formule [Manna81]. Popisovaný pøíklad bude mít tvar: (∀x)(∀y){¬ P (x) ∨ {[P (y) ∨ Q(x, y)] ∧ [P (f(x)) ∧ ¬ Q(f(x), x)]}} 7. Vźechny promìnné v matici formule jsou vźeobecnì (univerzálnì) kvanti˛kovány, na poøadí kvanti˛kátorù nezále¿í. Formule je tak splnìna pro vźechny hodnoty kvanti˛kovaných promìnných, tak¿e pro jednoduchost zápisu mù¿eme pre˛x formule vynechat. Pro náź pøíklad dostaneme: ¬ P (x) ∨ {[P (y) ∨ Q(x, y)] ∧ [P (f(x)) ∧ ¬ Q(f(x), x)]} 8. Matici formule pøevedeme na konjunkci klauzulí pomocí ekvivalentních formulí A ∨ (B ∧ C) ⇔ (A ∨ B) ∧ (A ∨ C). V uvádìném pøíkladu dostáváme [¬ P (x) ∨ P (y) ∨ Q(x, y)] ∧ [¬ P (x) ∨ P (f(x))] ∧ [¬ P (x) ∨ ¬ Q(f(x), x)]. 9. Výrazy v hranatých závorkách jsou nyní klauzulemi. Konjunkci klauzulí mù¿eme nahradit [Manna81] mno¿inou klauzulí {[¬ P (x) ∨ P (y) ∨ Q(x, y)], [¬ P (x) ∨ P (f(x))], [¬ P (x) ∨ ¬ Q(f(x), x)]}. Klauzule dále mù¿eme vyjádøit také jako mno¿iny literálù, tak¿e pro náź pøíklad dostaneme následující mno¿inovou formu zápisu klauzulí:

{¬ P (x), P (y), Q(x, y)}, {¬ P (x), P (f(x))}, {¬ P (x), ¬ Q(f(x), x)}. 10. Promìnné pøejmenujeme tak, aby ka¿dá promìnná byla obsa¿ena nejvýźe v jedné klauzuli. Pøitom vycházíme z následujících ekvivalentních formulí (∀x)[P (x) ∧Q(x)] ⇔ [(∀x)P (x) ∧(∀y)Q(y)]. Pro náź pøíklad dostaneme {¬ P (x_1), P (y), Q(x_1, y)}, {¬ P (x_2), P (f(x_2))}, {¬ P (x_3), ¬ Q(f(x_3), x_3)}.

Tím jsme pùvodní logickou formuli pøevedli na mno¿inu klauzulí neobsahujících stejné promìnné, zapsaných jako mno¿iny literálù.

Rezoluèní metodu v predikátové logice prvého øádu formulujeme potom takto:

Nechż C_1 = {L_i} a C_2 = {M_j}, i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ..., m jsou klauzule s navzájem rùznými promìnnými (viz výźe uvedený bod 10). Dále pøedpokládejme, ¿e C^0_1 a C^0_2 jsou klauzule, C^0_1 ⊆ C_1 a C^0_2 ⊆ C_2, C^0_1 = {L^0_i } a C^0_2 = {M^0_j }, g je nejobecnìjźí uni˛kátor klauzule C^0_1 ∪ {¬ M^0_j } . Pak klauzule

(C_1 − C^0_1) g ∪ (C_2 − C^0_2) g

je rezolventou klauzulí C_1 a C_2 .

Pou¿ití rezoluèní metody pro dokazování logické pravdivosti formulí jazyka predikátové logiky prvního øádu a souèasnì pou¿ití predikátové logiky k reprezentaci znalostí si ilustrujme pomocí následujícího pøíkladu:

Pøíklad 3. 8: Pozorováním vymezené problémové oblasti (zde zoologie) jsme zjistili následující poznatky:

1. Ka¿dá ryba má ¿ábry. 2. Savci nemají ¿ábry.

3. Nìkteøí savci dovedou plavat. Úkolem je dokázat tvrzení, ¿e:

4. Nìkteøí ¿ivoèichové dovedou plavat a pøitom nejsou ryby.

V jazyce predikátové logiky prvého øádu vyjádøíme tyto poznatky následovnì: { individuová promìnná x bude reprezentovat ¿ivoèichy, { predikátový symbol RY BA bude pøiøazen vlastnosti "být rybou", { predikátový symbol MÁ őÁBRY oznaèuje ¿ivoèichy, kteøí mají ¿ábry, { predikát SAV EC(x) pøedstavuje, ¿e ¿ivoèich x je savec a { predikát P LAV E(x) vyjadøuje, ¿e ¿ivoèich x umí plavat. Atomická formule RY BA(x) bude pravdivá tehdy a jen tehdy, pokud x oznaèuje rybu, P LAV E(x) bude pravdivá, pokud ¿ivoèich dovede plavat atd. Napø. RY BA(KAP R) je pravdivá, RY BA(P ES) nepravdivá, avźak atomické formule P LAV E(RY BA) i P LAV E(P ES) jsou obì pravdivé. Formule predikátové logiky prvého øádu pak zapíźeme:

(1) (∀x)(RY BA(x) → MÁ őÁBRY (x)) (2) (∀x)(SAV EC(x) → ¬ MÁ őÁBRY (x)) (3) (∃x)(SAV EC(x) ∧ P LAV E(x)) Úkolem je dokázat tvrzení teorému (4) (∃x)(P LAV E(x) ∧ ¬ RY BA(x)) . V odstavci 3. 2 bylo øeèeno, ¿e tvrzení teorému je pravdivé, pokud formule [(∀x)(RY BA(x) → MÁ őÁBRY (x)) ∧ (∀x)(SAV EC(x) → ¬ MÁ őÁBRY (x)) ∧ ∧ (∃x)(SAV EC(x) ∧ P LAV E(x))] → (∃x)(P LAV E(x) ∧ ¬ RY BA(x)) je logicky pravdivá, resp. formule [(∀x)(RY BA(x) → MÁ őÁBRY (x)) ∧ (∀x)(SAV EC(x) → ¬ MÁ őÁBRY (x)) ∧ ∧ (∃x)(SAV EC(x) ∧ P LAV E(x))] ∧ ¬ (∃x)(P LAV E(x) ∧ ¬ RY BA(x)) je nesplnitelná pro jakékoli x (není logicky pravdivá pro ¿ádnou hodnotu x).

Pro aplikaci rezoluèní metody vyu¿ijeme druhý tvar formule, tzn. budeme dokazovat její nesplnitelnost (nepravdivost). Pøevedením formulí (1) a¿ (4) do klauzulárního tvaru pomocí výźe uvedeného postupu dostaneme následující mno¿inu klauzulí:

(1) ¬ RY BA(x) ∨ MÁ őÁBRY (x) (2) ¬ SAV EC(y) ∨ ¬ MÁ őÁBRY (y) (3a) SAV EC(A) (3b) P LAV E(A) (4) ¬ P LAV E(z) ∨ RY BA(z) Dùkaz odvodíme opakovaným pou¿itím rezoluèní metody na klauzule (1) a¿ (4) a rozźiøováním této mno¿iny klauzulí o rezolventy, dokud neodvodíme prázdnou klauzuli 2 . Jeden z mo¿ných derivaèních stromù aplikace rezoluèní metody je uveden na obr. 3. 2.

¬S(y) ∨ ¬ő(y) S(A) ¬R(x) ∨ ő(x) ¬P (z) ∨ R(z) P (A)

¬ ő(A)

¬ R(A)

¬ P (A) 2

@@ @@ � � @@ @ � � � � @@ @

� � � � � � @@ @

� � � � � � � �

g1 = {A/y}

g2 = {A/x}

g3 = {A/z}

Obr. 3. 2: Derivaèní strom dùkazu pravdivosti teorému z pøíkladu 3. 8

Rezoluèní metoda umo¿òuje dokazování teorémù z dané výchozí teorie. Není vźak obecným pøedpisem k øeźení zadaného problému, proto¿e napø. jednoznaènì neurèuje, které klauzule v daném kroku vzít (vybrat) pro rezoluci jako rodièovské. V minulém kroku jsme jako výchozí rodièovské klauzule zvolili klauzule (2) a (3a). Stejnì tak jsme ale mohli zahájit klauzulemi (1) a (2), (3b) a (4) nebo (1) a (4). Generování vźech mo¿ných rezolucí vede ke kombinatorické explozi a proto je tøeba zvolit vhodnou øídicí strategii.

Nejjednoduźźí mo¿ností je volba prohledávání do źíøky. V první úrovni vytvoøíme vźechny mo¿né rezolventy z klauzulí ve výchozí mno¿inì, v druhé úrovni rezolventy, jejich¿ alespoò jedna rodièovská klauzule je z první úrovnì, ve tøetí úrovni musí být alespoò jedna rodièovská klauzule z druhé úrovnì atd. U¿ z tohoto slovního popisu algoritmu hledání dvojic klauzulí urèených k rezoluci je zøejmé, ¿e strategie prohledávání do źíøky je znaènì neefektivní (co¿ ostatnì ji¿ bylo konstatováno v pøedchozí kapitole). Proto jiná strategie napø. po¿aduje, aby jako rodièovská byla pøednostnì vybrána klauzule, kterou tvoøí jediný literál, neboż rezolventa bude obsahovat ménì literálù ne¿ druhá z rodièovských klauzulí. V [Nilsson82] lze nalézt strategii, která po¿aduje, aby alespoò jedna z rodièovských klauzulí byla negací odvozovaného teorému nebo byla z této klauzule v nìkterém z pøedchozích krokù odvozena. Mezi efektivnìjźí postupy pak patøí strategie, které minimalizují prohledávaný derivaèní strom [Nilsson82], [Rich83], [Schalko¸90].

Rezoluèní metoda je teoretickým základem programovacího jazyka Prolog, který reprezentuje poznatky vyjádøené (zapsané) ve tvaru klauzulí s nejvýźe jedním pozitivním (nenegovaným) literálem a dnes patøí k nejrozźíøenìjźím prostøedkùm pro logické programování.

3.4 Základy logického programování

Logické programování pou¿ívá logiky jako výpoètového formalismu; formule predikátové logiky je sama o sobì programem k vyhodnocení relace, kterou popisuje. Programovací jazyk PROLOG (PROgramming in LOGic) je implementací tohoto formalismu.

Rezoluèní metoda dokazování logické pravdivosti formulí pracuje s libovolnými formulemi jazyka predikátové logiky, ale èasto se potýká s kombinatorickou explozí mo¿ných rodièovských párù rezolvent. Výpoètová slo¿itost obecné rezoluèní metody je superexponenciální. Výkonné algoritmy dokazování teorémù se proto opírají o heuristiky zalo¿ené na rozsáhlých znalostech z problémové oblasti. Takový postup je vźak nevhodný pro konstrukci programovacího jazyka. Pøi návrhu Prologu bylo proto pøijato øeźení spoèívající v omezení tvaru klauzulí vstupujících do rezoluce. Vhodným tvarem klauzulí jsou tzv. Hornovy klauzule.

3.4.1 Hornovy klauzule

Hornovy klauzule jsou klauzule, které obsahují nejvýźe jeden pozitivní literál. Jsou-li P, Q_1, . . . , Q_n atomické formule (dále budeme øíkat jen atomy) jazyka predikátové logiky 1. øádu ( n ≥ 0 ), potom formule { P, ¬ Q_1, . . . , ¬ Q_n } a { ¬ Q_1, . . . , ¬ Q_n } jsou Hornovy klauzule . Zapíźeme-li první z nich jako disjunkci literálù, dostaneme formuli P, ∨ ¬ Q_1 ∨ . . . ∨ ¬ Q_n , co¿ je formule ekvivalentní s implikací P ← Q_1 ∧ . . . ∧ Q_n , ve které vźechny atomy vystupují v aserci ("pozitivnì") a symbol ’ ← ’ oddìluje negativní a pozitivní èást klauzule. V tomto tvaru klauzule vyjadøuje postaèující podmínku " P platí, jestli¿e platí Q_1 , . . . , Q_n " . Proto se èasto symbol konjunkce ∧ nahrazuje èárkou. Pak získáme zápis P ← Q_1 , . . . , Q_n . Pou¿ijeme-li stejný pøepis pro druhou klauzuli, dostaneme ponìkud záhadné vyjádøení ve tvaru 2 ← Q1 , . . . , Qn , které lze chápat jako posloupnost dotazù na atomy uvedené v posloupnosti Q_1 , . . . , Q_n .

Zápis, který pou¿ívá jazyk Prolog, nahrazuje źipku v uvedených klauzulích symbolem :- , resp. ?- v klauzuli bez pozitivního literálu. Tím je de facto naznaèeno, ¿e klauzule neobsahující pozitivní literál je vlastnì dotazem . Výźe uvedené klauzule pak v Prologu zapíźeme jako

P : − Q_1 , . . . , Q_n. , ? − Q_1 , . . . , Q_n. .

Pøíklad 3. 8: Dùkaz skuteènosti, ¿e je-li èíslo 3 dìlitelem èísla 6 a èíslo 6 dìlitelem èísla 18 , pak také èíslo 3 je dìlitelem èísla 18 , zapíźeme v Prologu následující posloupností pøíkazù:

dìlitel(3,6). dìlitel(6,18).

dìlitel(X,Z) :- dìlitel(X,Y), dìlitel(Y,Z).

V prvních dvou klauzulích (pøíkazech) vynecháváme znak :- , proto¿e jde o konkluzivní úsudek bez premis (neobsahují negativní literál) . Chceme-li dokázat, ¿e 3 je dìlitelem 18 , polo¿íme dotaz ve tvaru

?- dìlitel(3,18).

Výźe uvedené tøi klauzule pou¿ijeme jako program pro dokázání tvrzení, resp. pro odvození odpovìdi. Substitucí σ_1 = { 3 / X, 18 / Z } uni˛kujeme atom v dotazu s pozitivním atomem v tøetím øádku (pøíkazu) teorie (uni˛kace s pøedcházejícími dvìma pøíkazy (øádky programu) není mo¿ná) a jako rezolventu dostaneme klauzuli

?- dìlitel(3,Y), dìlitel(Y,18).

K odvození prázdné klauzule 2 musíme rezolvovat oba atomy získané klauzule s prvními dvìma pøíkazy výźe zapsaného programu; zaèneme levým atomem. Pøi pou¿ití substituce σ_2 = { 6 / Y } dostaneme rezolucí levého atomu s prvním øádkem programu novou rezolventu

?- dìlitel(6,18). ,

která dalźí rezolucí s druhým øádkem teorie dává 2 jako rezolventu. Od Prologu pak dostaneme kladnou odpovìï na polo¿ený dotaz v podobì øetìzce yes .

3.4.2 Logické programy

Pokud Hornovy klauzule obsahují pozitivní atom, zále¿í dále na poètu negativních atomù. Je-li tento poèet nulový, dostáváme klauzuli P . Symbol ’.’ (teèka) je symbolem ukonèujícím ka¿dý pøíkaz Prologu a má funkci podobnou jako ’;’ v Pascalu; nesmíme tedy zapomenout ka¿dý pøíkaz, vèetnì dotazù, ukonèit teèkou.

Je-li dále napø. n = 2 , dostáváme

P : − Q_1 , Q_2 .

První typ klauzule (pøíkazu) vyjadøuje jednoduchý fakt a øíkáme mu nepodmínìný pøíkaz nebo nìkdy také axióm . Druhý typ vyjadøuje skuteènost, ¿e P vyplývá z premis Q_1 a Q_2, a øíkáme mu podmínìný pøíkaz nebo také procedura . Nepodmínìné pøíkazy deklarují fakta, která jsou pravdivá bez ohledu na dalźí pøedpoklady, podmínìné pøíkazy jsou úsudky, která deklarují pravdivost urèitého faktu, jsou-li pravdivé zapsané podmínky (pøedpoklady) { viz dále.

Logický program je potom libovolná mno¿ina podmínìných a / nebo nepodmínìných pøíkazù.

Klauzule, které neobsahují pozitivní literál, se vztahují k provádìní logických programù (iniciují spuźtìní procesu rezoluèního dokazování). Je-li n > 0 , klauzule

? − Q_1 . . . , Q_n .

urèuje posloupnost dotazù. Øíkáme jí cílová klauzule , její atomy nazýváme cíle . Je-li n = 0 , dostáváme prázdnou klauzuli, která znamená konec výpoètu.

Postup vytváøení logického programu v jazyce Prolog si uká¿eme na následujícím zemìpisném pøíkladì:

Pøíklad 3. 9: Vycházejme ze zjednoduźené mapy nìkolika Evropských zemí z obrázku 3. 3. Skuteènost, ¿e Nìmecko má s Èeskou republikou spoleènou hranici, vyjádøíme v Prologu nepodmínìným pøíkazem sousedí (nìmecko, èr).

Pro vztah (relaci) "mají spoleènou hranici" jsme pou¿ili predikát (pøesnì název predikátu) sousedí , nìmecko a èr jsou jeho argumenty. Proto¿e se zde jedná o konstantní argumenty (v terminologii predikátové logiky o individuové konstanty) , zapisujeme je malými písmeny, resp. musí v Prologu zaèínat malým písmenem ( pozor { odliźnost od de˛nice jazyka predikátové logiky ! ).

dánsko

nìmecko polsko pobaltí

èr sr sns

rakousko maïarsko

rumunsko

fflffi fifl ff� �

severní moøe fflffi fiflff� � baltské moøe

fflffi fifl ff� �

èerné moøe

ȷȷ ȷȷ ȷȷ ZZ ZZ Z ȷȷ ȷȷȷ ȷȷ ȷȷ ´´ ´´ � PPP QQQ ¸¸¸¸¸

¸¸¸¸ � ıııı ıı � � � QQ QQQ ıııı ıııı ıııı ı

Obr. 3. 3: Zjednoduźená struktura evropských státù pou¿itá v pøíkladu 3. 9. Relace popisující spoleèné hranice mezi vźemi státy z obr. 3. 3 zapíźeme pak jako následující posloupnost nepodmínìných pøíkazù: sousedí (dánsko, nìmecko). sousedí (nìmecko, polsko). sousedí (nìmecko, èr). sousedí (nìmecko, rakousko). sousedí (polsko, pobaltí). sousedí (pobaltí, sns). sousedí (polsko, sns). sousedí (èr, sr). sousedí (èr, polsko). sousedí (èr, rakousko). sousedí (sr, polsko).

sousedí (sr, sns). sousedí (sr, maïarsko). sousedí (rakousko, maïarsko). sousedí (maïarsko, sns). sousedí (maïarsko, rumunsko). sousedí (rumunsko, sns).

Tento první jednoduchý program v Prologu vyjadøuje vźechna fakta o relacích sousedství vyobrazených evropských státù. Nyní se mù¿eme nejèastìji interpretaèního systému Prologu dotazovat, které evropské státy spolu sousedí èi nikoli. Tak¿e na dotaz ?- sousedí (rakousko, maïarsko).

Prolog odpoví yes jakmile zjistí, ¿e jde o fakt uvedený v námi zadaném programu. Polo¿íme-li vźak dotaz ?- sousedí (dánsko, maïarsko). , Prolog odpoví no , proto¿e o spoleèné hranici mezi zadanými státy není z posloupnosti nepodmínìných pøíkazù nic známo. Stejnou odpovìï dostaneme na dotaz ?- sousedí (francie, maïarsko). , neboż o objektu popsaném konstantou "francie" Prolog dosud "neslyźel". Podobnì dostaneme negativní odpovìï i na dotaz ?- sousedí (maïarsko, rakousko). , proto¿e skuteènost uvedenou v dotazu nelze z naźeho programu odvodit. Mít spoleènou hranici, resp. spolu sousedit je sice vztah symetrický, ale v posloupnosti nepodmínìných pøíkazù jsme toto neuvedli. Prolog ctí poøadí argumentù a fakt sousedí (rakousko, maïarsko).

je pro nìj nìco jiného ne¿ fakt sousedí (maïarsko, rakousko). , který není v programu uveden. Náź program de˛nuje relaci sousedí jinak, ne¿ odpovídá symetrickému vztahu "mít spoleènou hranici". Tento rozdíl mù¿eme zatím napravit tím, ¿e ke ka¿dému nepodmínìnému pøíkazu výźe uvedeného programu pøidáme jeho symetrický protìjźek. Dostaneme tak program, který se skládá z dvojnásobného poètu nepodmínìných pøíkazù. Pozdìji si uká¿eme, ¿e symetrii relace sousedí mù¿eme daleko snáze vyjádøit jediným podmínìným pøíkazem.

Mù¿eme se také zeptat, jaké sousedy má Nìmecko: ?- sousedí (nìmecko, X).

V tomto pøípadì neèekáme odpovìï ano èi ne , ale (zatím neznámé) hodnoty promìnné X (jména promìnných v Prologu v¿dy zaèínají velkým písmenem!). Prolog na výźe polo¿ený dotaz odpoví X = polsko .

To vźak není jediná mo¿ná odpovìï. Chceme-li získat dalźí øeźení, zadáme na klávesnici støedník a dostaneme X = èr;

X = rakousko; no Poslední odpovìï nám oznamuje, ¿e byly vyèerpány vźechny mo¿nosti.

Dotaz mù¿e obsahovat i více promìnných. Lze se napø. dotázat, kdo s kým sousedí pomocí pøíkazu ?- sousedí (X, Y).

Hledáme vźechna X, Y taková, pro nì¿ platí relace sousedí (X, Y ) . Prolog vyhledá vźechny takové dvojice jednu po druhé a odpoví X = dánsko Y = nìmecko; X = nìmecko Y = polsko; X = nìmecko Y = èr;

. . . . . .

Z naźeho programu bychom dostali celkem sedmnáct odpovìdí; jejich vyhledávání se dá kdykoli ukonèit tím, ¿e místo støedníku napíźeme teèku.

Mù¿eme polo¿it i slo¿itìjźí dotaz, napø. "Která zemì le¿í mezi Èeskou republikou a Maïarskem ?" Hledat budeme takovou zemi Z , pro kterou platí relace sousedí (èr, Z) a sousedí (Z, maïarsko) . Dotaz zapíźeme v Prologu jako konjunkci (posloupnost) dvou jednoduchých dotazù ?- sousedí (èr, Z), sousedí (Z, maïarsko).

Dostaneme odpovìï Z = sr;

Napíźeme-li støedník, dostaneme jeźtì jednu odpovìï, a to Z = rakousko Náź zemìpisný program rozźíøíme dále o dalźí fakta, která pøidáme v podobì nepodmínìných pøíkazù. Pøímoøské státy mají èást své hranice tvoøenu moøem; tuto skuteènost vyjádøíme pøíkazovou sekvencí sousedí (dánsko, severní_moøe). sousedí (dánsko, baltské_moøe). sousedí (nìmecko, severní_moøe). sousedí (nìmecko, baltské_moøe).

sousedí (polsko, baltské moøe). sousedí (pobaltí, baltské moøe). sousedí (sns, èerné moøe). sousedí (rumunsko, èerné_moøe).

Atomy severní moøe, baltské moøe a èerné moøe nesmìjí být podobnì jako v jiných programovacích jazycích rozdìleny mezerou. Pomù¿eme si tedy napø. znakem podtr¿ení a nikoli pomlèkou, která se v Prologu pou¿ívá v jiných souvislostech (zatím jsme se s ní setkali v kombinaci znakù ?− ). Skuteènost, ¿e atomy severní moøe, baltské moøe a èerné moøe jsou v relaci sousedí vlastní jména moøí a nikoli jména státù, musíme Prologu "vysvìtlit" pøidáním tøí dalźích nepodmínìných pøíkazù moøe (severní moøe). moøe (baltské moøe). moøe (èerné moøe).

Pøitom malá písmena, kterými atomy zaèínají, informují o tom, ¿e jde o vlastní jména (konstanty) a ne o promìnné . Novì zavedená relace moøe , která má jen jeden argument (je unární), de˛nuje obvykle vlastnosti, které mù¿e mít jednotlivý objekt, zatímco binární relace (napø. sousedí) de˛nují vztahy mezi uspoøádanými dvojicemi objektù. Kromì uvedených unárních a binárních relací, které jsou nejèastìjźí, mù¿eme v Prologu pou¿ívat i relace víceèetné (obecnì n{ární).

Výźe jsme uvedli, ¿e vztah "mít spoleènou hranici" je symetrický, avźak Prolog tím, ¿e respektuje poøadí argumentù, tuto symetrii vztahu "nezná". Platí, ¿e napø. nepodmínìný pøíkaz sousedí (nìmecko, èr).

nezahrnuje skuteènost sousedí (èr, nìmecko).

Skuteènost, ¿e jestli¿e zemì Y má spoleènou hranici se zemí X , pak také zemì X má spoleènou hranici se zemí Y , resp. symetrii relace sousedí proto musíme vyjádøit pøíkazem, který terminologií blízkou jazyku predikátové logiky vyjádøíme slovnì asi takto:

Pro ka¿dé X a ka¿dé Y X sousedí s Y , jestli¿e Y sousedí s X .

Takovým pøíkazem je podmínìný pøíkaz , který zapíźeme sousedí (X, Y) :- sousedí (Y, X).

Z pohledu jazyka predikátové logiky je podmínìný pøíkaz zápisem úsudku: závìr sousedí (X, Y) je pravdivý, jestli¿e platí pøedpoklad sousedí (Y, X) . Pøitom øetìzec ’:{’ zastupuje źipku znázoròující vyplývání, která vede od pøedpokladu na pravé stranì podmínìného pøíkazu k závìru úsudku, který stojí nalevo od ní, tedy opaènì, ne¿ jsme zvyklí vyplývání zapisovat v jazyce predikátové logiky. V terminologii jazyka Prolog je podmínìný pøíkaz tvoøen hlavou pøíkazu sousedí (X, Y) stojící nalevo od symbolu ’:{’ a tìlem podmínìného pøíkazu sousedí (Y, X) , které stojí napravo od ’:{’ a které mù¿e být tvoøeno jednou nebo více premisami. Promìnné v Prologu jsou automaticky univerzálnì kvanti˛kovány.

Podmínìnými pøíkazy se dají deklarovat dalźí vlastnosti relací de˛novaných výètem základních faktù (nepodmínìných pøíkazù), ani¿ bychom de˛nici relace zdlouhavì doplòovali o dalźí nepodmínìné pøíkazy. Napø. skuteènost, ¿e nìkteré státy le¿í u moøe, mù¿eme popsat novou relací u moøe , kterou de˛nujeme podmínìným pøíkazem

u moøe (Z, M) :- sousedí (Z, M), moøe (M). Pak na dotaz ?- u moøe (polsko, baltské moøe).

dostaneme kladnou odpovìï, neboż cíl u moøe (polsko, baltské moøe) je splnìn, jestli¿e dostaneme kladnou odpovìï na dotaz ?{ sousedí (Z, M), moøe (M). Pøi vyhodnocování této podmínky postupuje Prolog zleva doprava, tzn. ¿e nejprve provìøí platnost první podmínky a v pøípadì její logické pravdivosti pokraèuje testováním druhé podmínky. Obdobnì na dotaz

?- u moøe (dánsko, Q). dostaneme odpovìï

Q = severní moøe; Q = baltské moøe; no Binární relace u moøe spojuje jméno zemì s jménem moøe, u kterého tato zemì le¿í. Zajímají-li nás pøímoøské státy bez ohledu na to, u jakého moøe le¿í, mù¿eme de˛novat unární relaci pøímoøský stát podmínìným pøíkazem pøímoøský stát (S) :- u moøe (S, M).

Na dotaz

?- pøímoøský stát (S). dostaneme odpovìï S = dánsko; S = nìmecko; S = polsko; S = pobaltí; S = sns;

S = rumunsko; no

Ne v¿dy je vźak nutno novou relaci zavádìt. Chceme-li v naźem pøíkladu zjistit, zda nìjaký stát S le¿í u moøe a na jménu moøe nezále¿í, pou¿ijeme ji¿ de˛- novanou relaci u moøe , v ní¿ místo promìnné M pou¿ijeme tzv. anonymní promìnnou , kterou v Prologu zapisujeme izolovanì stojícím znakem podtr¿ení. Anonymní promìnná je promìnná, její¿ hodnoty nejsou dále zpracovávány, nede˛nujeme její jméno (zastupuje ho znak ’ ’) a její hodnoty pøi splnìní cíle nevystupují. Èili na dotaz ve tvaru ?- u moøe (S, ). , dostaneme stejnou odpovìï jako v pøípadì zavedení relace pøímoøský stát .

Dva státy, které le¿í u stejného moøe, mohou mít výhodné námoøní spojení. Tuto relaci, kterou slovnì vyjádøíme "pro ka¿dé Z1 a ka¿dé Z2 je námoøní doprava výhodná, jestli¿e obì zemì Z1 i Z2 le¿í u stejného moøe M ", zapíźeme v Prologu pomocí jediného podmínìného pøíkazu

námoøní doprava (Z1, Z2) :- u moøe (Z1, M), u moøe (Z2, M). V obou podmínkách v tìle posledního pøíkazu musíme uvést stejnou promìnnou M pro jméno moøe, i kdy¿ v dotazech typu

?- námoøní doprava (dánsko, pobaltí).

jméno moøe nevystupuje. De˛novali jsme ale podmínku, ¿e námoøní spojení je výhodné jen v pøípadì, ¿e oba pøímoøské státy le¿í u stejného moøe. Kdybychom pou¿ili anonymní promìnnou, neobdr¿íme správnou odpovìï, neboż dva výskyty symbolu ’ ’ v¿dy znamenají dvì rùzné anonymní promìnné, èím¿ bychom podmínku polohy státù pøi stejném moøi potlaèili.

Výrazné rozźíøení výrazových mo¿ností Prologu pøináźí mo¿nost rekurzívní de˛nice relací . Tuto de˛nici si opìt uká¿eme na pøíkladì relace pøechod , která deklaruje mo¿nost pøechodu z jedné zemì do druhé. Jsou-li Z1 a Z2 dvì sousední zemì, jde o nejjednoduźźí zpùsob pøechodu ze Z1 do Z2 . Slovnì mù¿eme podstatu pøechodu z jedné zemì do druhé vyjádøit

Pro ka¿dé Z1 a ka¿dé Z2 je mo¿né pøejít ze Z1 do Z2 , jestli¿e Z1 sousedí se Z2 .

Jeliko¿ z pohledu predikátové logiky se jedná o jednoduchý úsudek, zapíźeme uvedenou skuteènost v Prologu jedním podmínìným pøíkazem

pøechod (Z1, Z2) :- sousedí (Z1, Z2).

To vźak není jediný zpùsob pøechodu ze zemì do zemì. Pokud Z1 nesousedí se Z2 , ale obì zemì sousedí s nìkterou tøetí zemí Y , lze ze Z1 pøejít do Z2 tranzitem pøes Y . Takovou skuteènost vyjádøíme v Prologu pøíkazem pøechod (Z1, Z2) :- sousedí (Z1, Y), sousedí (Y, Z2).

Je zøejmé, ¿e øetìz tranzitních zemí, pøes které pøejdeme ze Z1 do Z2 mù¿e být i delźí, napø.:

pøechod(Z1,Z2) :- sousedí(Z1,Y1),sousedí(Y1,Y2),sousedí(Y2,Z2).

Jeho délka není pøedem nijak omezena, avźak jde o velmi nepohodlný zpùsob zápisu. Proto relaci pøechod budeme v Prologu de˛novat zcela korektnì a pohodlnì bez ohledu na poèet zemí, které mezi Z1 a Z2 le¿í. Nejprve popíźeme nejjednoduźźí pøípad pøechodu mezi sousedními zemìmi zpùsobem uvedeným výźe

pøechod (Z1, Z2) :- sousedí (Z1, Z2).

a potom jedním rekurzívním podmínìným pøíkazem popíźeme vźechny slo¿itìjźí pøípady pøechodu:

pøechod (Z1, Z2) :- sousedí (Z1, Y), pøechod (Y, Z2). Aèkoli problém rekurze není urèitì ètenáøi neznámý, pokusme se nastínit, jak bude Prologovský systém dotaz na pøechod mezi zemìmi vyhodnocovat: Cíl, napø. ?- pøechod (nìmecko, Z). , rozlo¿íme na dva dílèí cíle (viz pravá strana posledního podmínìného pøíkazu) . První, jednoduźźí krok udìláme "sami" tím, ¿e vykroèíme do nìkteré sousední zemì Y . Pokud zemì Y není naźí cílovou zemí Z2 , necháme za nás dalźí krok zdánlivì udìlat "nìkoho jiného". To vźak je skuteènì jen zdání { v dalźím kroku, pokud Y nesousedí se Z2 , opìt "sami" vykroèíme do dalźí sousední zemì, napø. Y 2 , a z ní budeme dále hledat novou mo¿nost tranzitu do Z2 atd. Tak¿e v naźem zemìpisném pøíkladì dostaneme na dotaz ?- pøechod (nìmecko, Z). postupnì odpovìdi Z = polsko; Z = èr;

Z = rakousko; Z = dánsko; Z = pobaltí; Z = sns; Z = sr;

Z = maïarsko; Z = rumunsko; no Na závìr odstavce si uka¿me pou¿ití Prologu pro øeźení úlohy uvedené v pøíkladu 3. 8. Abychom mohli zapsat tam uvedenou posloupnost klauzulí, musíme nejprve de˛novat nìkterá v¿dy platná (v¿dy pravdivá) fakta nepodmínìnými pøíkazy ¿ivoèich(pes). ¿ivoèich(koèka). ¿ivoèich(kapr). má ¿ábry(kapr). plave(pes).

neplave(koèka).

Pak teprve mù¿eme zapsat klauzule podmínìnými pøíkazy neplave(U) :- not(plave(U)).

savec(X) :- ¿ivoèich(X), not(má ¿ábry(X)). ryba(Y) :- ¿ivoèich(Y), má ¿ábry(Y). plave(Z) :- ryba(Z).

a platnost tvrzení ovìøit polo¿ením dotazu ?- plave(V), not(ryba(V)).

3.4.3 Datové typy a numerické výpoèty v Prologu

Datové typy, které lze v Prologu pou¿ívat, mù¿eme rozdìlit podle schématu na obr. 3. 4:

data

jednoduché objekty struktury

konstanty promìnné

atomy èísla

� � @@ @ � � @@ @ � � @@ @ Obr. 3. 4: Hierarchie datových typù v Prologu

Datové typy v Prologu rozdìlujeme na jednoduché (tohoto typu jsou vźechna data, s nimi¿ jsme se dosud setkali) a slo¿ené , kterým øíkáme struktury . Pou¿ité datové typy není nutno v programech deklarovat, Prolog je rozeznává podle jejich syntaxe (zpùsobu zápisu v programu).

Jednoduché datové typy dìlíme dále na konstantní (atomy) { v naźem pøíkladì vystupovaly jako vlastní jméma objektù , napø. èr, èerné moøe a promìnné , které vyjadøovaly obecná jména tøíd objektù (Stát, Moøe) a zapisovali jsme je s minimálnì jedním velkým písmenem na zaèátku (co¿ je jedno z implicitních syntaktických pravidel, podle nich¿ Prolog datové objekty rozliźuje). Atomy lze vyjádøit trojím zpùsobem jako { øetìzce písmen, èíslic a znakù (podtr¿ení) zaèínající malým písmenem, { øetìzce speciálních znakù, napø. ?{ , :{ , :{: , \== , =* ap., { øetìzce znakù uzavøené v apostrofech, napø. ’Nìmecko’ , ’KAREL’ . Tøetí vyjádøení je nezbytné v pøípadì, ¿e chceme objekty oznaèovat bì¿ným zpùsobem, tzn. napøíklad pou¿ívat vlastní jména zaèínající velkým písmenem.

Jedná se o klasické znakové øetìzce, u nich¿ "zadní" apostrof jednoznaènì ukonèuje øetìzec, tak¿e mezi apostrofy je mo¿né pou¿ívat i "mezeru", tzn. znakový øetìzec ’Karel IV’ mù¿eme pou¿ít pro oznaèení atomu spojeného s významem tohoto vladaøe.

Mezi atomy poèítáme nejen vlastní jména konstantních datových objektù, nýbr¿ i symbolická jména relací. Tak¿e i øetìzce sousedí, u moøe, pøímoøský stát jsou také atomy.

Dalźím jednoduchým datovým typem v Prologu jsou èísla . Tato syntaktická kategorie je silnì závislá na pou¿ité implementaci Prologu. Standardní implementace umo¿òují pou¿ívat pouze pøirozená èísla z velmi omezeného rozsahu, bì¿né implementace pak klasická celá èísla (tj. vèetnì záporných èísel) v bì¿ném rozsahu. Racionální èísla ("pascalský" typ real ) jsou dostupná jen v nìkterých "vìtźích" implementacích.

Promìnné oznaèujeme øetìzci znakù zaèínajícími velkým písmenem. Samotný znak (podtr¿ení) oznaèuje anonymní promìnnou , o jejím¿ významu jsme ji¿ hovoøili. Oborem platnosti ka¿dé promìnné je pouze klauzule, ve které vystupuje ! Jestli¿e se stejné symbolické jméno promìnné vyskytuje ve dvou rùzných klauzulích, Prolog je interpretuje jako jména dvou rùzných promìnných . Tím se svými vlastnostmi podstatnì odliźují od konstant, které v celém programu (ve vźech klauzulích) oznaèují stejný datový objekt.

Slo¿ené datové objekty neboli struktury se skládají z více datových polo¿ek a rozdìlujeme je na struktury de˛nované funktory , které si zpravidla znázoròujeme jako stromové struktury, seznamy , které známe z jiných programovacích jazykù, a eventuálnì dalźí datové struktury, jejich¿ sortiment je v¿dy závislý na konkrétní implementaci Prologu. Popis a pou¿ití struktur v Prologu je vźak nad rámec tohoto skripta, pro jejich studium lze doporuèit napø. [Jirkù91].

Aèkoli Prolog je jazyk pøedevźím pro symbolické výpoèty (symbolic computations), bylo by pomìrnì nelogické, kdyby neumo¿òoval provádìt s èísly alespoò ty nejjednoduźźí výpoèetní operace. Nad implementovanými èíselnými typy jsou proto k dispozici aritmetické operace oznaèené bì¿nými operátory +, −, ∗, /, mod (jejich sémantika je toto¿ná jako v Pascalu) a mno- ¿ina relaèních symbolù umo¿òujících zápis porovnání hodnot èíselných objektù >, <, >=, =<, =, \ =, ==, \ == . Význam prvních ètyø relátorù je více ménì zøejmý; symboly ’=’ , resp. ’\ =’ pou¿ijeme k ovìøení, zda se symbolický výraz nalevo od nìj shoduje, resp. neshoduje s výrazem napravo pøi pøípadném dosazení za promìnné. Atomy ’==’ a ’\ ==’ umozòují testovat shodu (neshodu) dvou výrazù bez mo¿nosti substituovat promìnné. Proto na dotaz

?- X = 1 + 4 . Prolog odpoví X = 1 + 4 a na dotaz ?- X == 1 + 4 .

dá zápornou odpovìï, proto¿e promìnná X je jiný symbolický výraz ne¿ 1 + 4 a ztoto¿nìní obou výrazù dosazením za X není tentokrát dovoleno. Oba pøíklady ukazují, ¿e uvedené dotazy nevedou k aritmetickým výpoètùm, s výrazy se pracuje pouze jako s posloupnostmi symbolù. Vyhodnocení aritmetického výrazu je toti¿ v Prologu zcela jiná operace ne¿ test splnitelnosti nìjakého cíle. Avźak Prolog umí vyhodnocovat pouze splnitelnost cílù; aritmetický výpoèet proto musíme na takovou úlohu pøevést. Výpoètu hodnoty výrazu 1 + 4 a jejího ulo¿ení do promìnné X docílíme zápisem ?- X is 1 + 4 .

Nalevo od operátoru is stojí v¿dy promìnná, napravo mù¿e být libovolný aritmetický výraz sestavený podle obvyklých pravidel z èísel, operátorù, promìnných a (pøípadnì) závorek. Aritmetické operátory mají svoji prioritu, která umo¿òuje nìkteré závorky vynechávat. Detaily lze opìt nalézt v [Jirkù91].

3.4.4 Vyhodnocování pøíkazù aneb jak poèítá Prolog

Vyhodnocování posloupnosti pøíkazù v Prologu spouźtíme polo¿ením dotazu, øíkáme formulací cíle . Ka¿dý dotaz je tvoøen posloupností jednoho nebo více dílèích cílù a kladná odpovìï vy¿aduje souèasné splnìní vźech dílèích cílù. Prolog porovnává jednotlivé dílèí cíle polo¿eného dotazu s hlavami klauzulí (nepodmínìný pøíkaz chápeme jako hlavu bez tìla) zpravidla v poøadí, v jakém byly klauzule zapsány (tedy shora dolù, avźak existují implementace vyu¿ívající efektivnìjźí prohledávací strategie). Je-li mo¿né dosáhnout shody (ve smyslu predikátové logiky uni˛kace) dílèího cíle a hlavy nìkterého z nepodmínìných nebo podmínìných pøíkazù tím, ¿e se vhodnì dosadí za promìnné v dílèím cíli a dané klauzuli, Prolog provede stejnou substituci i v ostatních dílèích cílech dotazu a ovìøovaný cíl nahradí podmínkami z tìla klauzule. Tím vytvoøí nový dotaz a v dalźím kroku popsaný postup opakuje pro novì odvozenou posloupnost dílèích cílù (nový dotaz). Jsou-li v dotazu obsa¿eny nìjaké promìnné, kladná odpovìï obsahuje té¿ hodnoty promìnných, pro které jsou vźechny dílèí cíle splnìny. Jestli¿e existuje více øeźení (odpovìdí na dotaz), Prolog vydá dalźí øeźení, je-li k tomu vyzván støedníkem. Záporná odpovìï ( no ) je vydána pouze tehdy, kdy¿ k nìkterému z dílèích cílù není nalezena komplementární hlava a postupnou rezolucí jednotlivých dílèích cílù se nepodaøí odvodit prázdnou klauzuli.

Shrneme-li hlavní myźlenky algoritmu vyhodnocování programu v Prologu, lze hledání odpovìdi na polo¿ený dotaz vyjádøit zjednoduźenì jako { uni˛kaci promìnných vhodným dosazením v atomech klauzulí, { logickou dedukci , tj. pøechod od provìøovaného cíle k podmánkám, které mohou jeho pravdivost zaruèit, { návrat k alternativnímu øeźení døíve splnìných cílù, pokud zvolené øeźení ostatním cílùm nevyhovuje.

Pøíklad 3. 11: Vyhodnocování dotazù v Prologu { výźe uvedená fakta si ilustrujme vyhodnocením následujících ètyø dotazù:

a) Polo¿íme-li dotaz ?- sousedí (maïarsko, rakousko). , prohledá Prolog nejprve vźechny nepodmínìné pøíkazy popisující relaci "sousedí". Proto¿e nenajde nepodmínìný pøíkaz s odpovídajícím poøadím argumentù, zkusí v dalźím kroku provést uni˛kaci promìnných v podmínìném pøíkazu sousedí (X, Y) :- sousedí (Y, X) .

Po provedené substituci σ_1 = { maïarsko/X, rakousko/Y } a rezoluci odvodí nový dotaz ?- sousedí (rakousko, maïarsko). , ke kterému je v dalźím kroku rezoluèní metody nalezen odpovídající nepodmínìný pøíkaz, resp. jeho hlava, a rezoluèní metodou odvozena prázdná klauzule. Prolog pak odpoví yes .

b) Polo¿íme-li dotaz ?- moøe (rakousko). , bude jeho vyhodnocení probíhat stejným zpùsobem. Cíl moøe (rakousko) se vźak neshoduje s hlavou ¿ádné klauzule programu (unární relace moøe je de˛nována tøemi nepodmínìnými pøíkazy, které pøipouźtìjí pouze individuové konstanty severní moøe , baltské moøe èi èerné moøe ). Cíl tedy není mo¿no splnit a Prolog odpoví no .

c) Bohu¿el ani Prolog není chránìn pøed nebezpeèím vzniku nekoneèných, èi lépe neukonèených výpoètù. Polo¿íme-li v naźem "zemìpisném" programu dotaz ?- sousedí (èr, rumunsko). , pokusí se Prolog ovìøit, ¿e cíl sousedí (èr, rumunsko) je splnìn. Porovnává jej postupnì s hlavami klauzulí v naźem programu, ale argumenty predikátu sousedí se neshodují s ¿ádným z faktù, které jsou deklarovány nepodmínìnými pøíkazy. Shoda je nalezena a¿ s hlavou podmínìného pøíkazu sousedí (X, Y) :- sousedí (Y, X). po substituci σ_2 = { èr/X, rumunsko/Y }. Dostaneme speciální pøípad tohoto podmínìného pøíkazu

sousedí (èr, rumunsko) :- sousedí (rumunsko, èr). , který podmiòuje splnìní výźe de˛novaného cíle pravdivostí podmínky sousedí (rumunsko, èr) , co¿ znamená kladnou odpovìdí na dotaz ?- sousedí (rumunsko, èr). .

Stejnì se Prolog sna¿í potvrdit pravdivost cíle sousedí (rumunsko, èr) , ale ¿ádný nepodmínìný pøíkaz tomuto cíli nevyhovuje. Opìt je tedy nalezen nepodmínìný pøíkaz sousedí (X, Y) :- sousedí (Y, X). , z nìj¿ po substituci σ_3 = { rumunsko/X, èr/Y } dostaneme speciální pøípad sousedí (rumunsko, èr) :- sousedí (èr, rumunsko). .

Ten podmiòuje splnìní cíle pravdivostí podmínky sousedí (èr, rumunsko) , která je toto¿ná s cílem, od nìho¿ jsme vyźli. Oba popsané kroky se budou znovu a znovu opakovat { vznikne neukonèený výpoèet. Prolog proto obsahuje dalźí prostøedky, jimi¿ lze takovýto výpoèet ukonèit; jejich detailní popis lze nalézt napø. v [Jirkù91].

d) Nakonec si uka¿me, jak Prolog zpracovává dotazy slo¿ené z více cílù a jak prohledává mo¿ná alternativní øeźení. Zeptáme-li se ?- pøímoøský stát (polsko). , pou¿ije Prolog podmínìný pøíkaz pøímoøský stát (S) :- u moøe (S, ). , který jako jediný de˛nuje pøímoøské státy. Jedním krokem pøevede tento pøíkaz po substituci σ_4 = { polsko/S } na dotaz ?- u moøe (polsko, ). .

Podle podmínìného pøíkazu de˛nujícího relaci u moøe je kladná odpovìï na takto polo¿ený dotaz podmínìna kladnou odpovìdí na dotaz ?- sousedí (polsko, M), moøe (M). , který sestává ze dvou dílèích cílù. Prolog je bude øeźit jeden po druhém zleva doprava. Zaène dílèím cílem sousedí (polsko, M) a najde první øeźení M = pobaltí . Zapamatuje si hodnotu promìnné M a zjiźżuje, zda tato hodnota vyhovuje i druhému dílèímu cíli { pokusí se ovìøit pravdivost cíle moøe (pobaltí) , ale neuspìje. Zde by výpoèet konèil neúspìchem, kdyby cíl sousedí (polsko, M) nepøipouźtìl ¿ádná dalźí øeźení. Prolog se k nìmu vźak vrátí a zkusí pro nìj nalézt dalźí mo¿né øeźení. Po øadì vybere altermativu M = sns , která v dalźím kroku vede k ovìøování pravdivosti dílèího cíle moøe (sns) , které bude rovnì¿ neúspìźné. Prolog se proto podruhé vrátí k cíli sousedí (polsko, M) a vybere dalźí variantu M = baltské moøe . Jeliko¿ tato varianta vyhovuje i druhému cíli moøe (baltské moøe) , dostaneme odpovìï yes . Zmìnou poøadí dílèích cílù v dotazu

?- sousedí (polsko, M), moøe (M). , by bylo mo¿no dosáhnout urèitého zkrácení výpoètu (náź program obsahuje deset zemí, ale jen tøi moøe); postup jeho vyhodnocení vźak ponecháme ètenáøi jako cvièení.

Tolik struèný úvod do problematiky programování v Prologu. Prolog obsahuje samozøejmì celou øadu dalźích konstrukcí, které umo¿òují práci s datovými strukturami, provádìní i komplikovanìjźích výpoètù, úpravy programu (napø. pøidávání èi vypouźtìní klauzulí) bìhem výpoètu apod. Vźechny tyto konstrukce vźak pøesahují rámec skripta a lze se s nimi seznámit v kterékoli obsa¿nìjźí publikaci zabývající se programováním v Prologu. Závìrem pouze charakterizujme Prolog jako jednoduchý konverzaèní programovací jazyk, který by mìl usnadnit tvorbu logických programù źirokému okruhu u¿ivatelù. V Prologu je ponechán dostatek prostoru pro vlastní tvoøivou práci u¿ivatele, který má mo¿nost soustøedit se spíźe na popis vlastních relací, tedy na otázku CO se má vyøeźit, proto¿e není nucen neustále pøemýźlet JAK má tu èi onu èást programu efektivnì zapsat, KAM má ulo¿it vypoètené výsledky atd. Prolog patøí k jazykùm umo¿òujícím tzv. symbolické programování, jejich¿ hlavním charakteristickým rysem je potlaèení nutnosti pøemýźlet, jak daný problém co nejlépe zapsat.